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Данное пособие соответствует официальной программе по алгебре и началам анализа для десятых классов лицея № 40 Нижнего Новгорода.
Ссылки в последующем тексте:

(А) Алимов и др. Алгебра и начала анализа. М., 1994

(В) Виленкин и др. Алгебра и математический анализ для 10 класса. М., 2008
(Д) Демидович. Сборник задач по математическому анализу. М., 1972

I. Действительные числа
Расширение понятия о числе. Рациональные числа. Бесконечные десятичные периодические дроби, их обращение в обыкновенные.

Натуральные числа - первое множество чисел, с которыми встречается изучающий математику. Мы считаем множество натуральных чисел первичным, не подлежащим предварительному анализу.

На множестве натуральных чисел имеются две алгебраические операции - сложение и умножение. Это означает, что складывая и умножая натуральные числа, мы получаем снова натуральные числа.

Первым числом, выводящим за пределы множества натуральных чисел, является число ноль. Оно однозначно определяется как такое число 0, что для любого натурального числа n выполняются равенства n + 0 = 0 + n = n. 0 является решением уравнения n + x = n.

Целые числа появились как расширение множества натуральных чисел в связи с потребностью решать уравнения n + x = 0, где n - натуральное число. Решение этого уравнения обозначается x = -n. Так вводятся целые отрицательные числа. Они позволяют определить операцию вычитания как обратную (противоположную) относительно операции сложения.

N (Z) - общепринятое обозначение множества натуральных (целых) чисел.

Вы уже знакомы с обыкновенными дробями и правилами действий с ними.

Определение 1. Две обыкновенные дроби 
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Теперь введем новое понятие - понятие рационального числа. 

Определение 2. Рациональное число - класс всех попарно равных обыкновенных дробей.

Таким образом., дроби 1/2, 2/4, 7/14,... представляют одно и то же рациональное число 1/2.

Обыкновенные дроби называются еще рациональными. Q - обозначение множества рациональных чисел.
Теперь мы умеем решать уравнение вида qx = p, p,q
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0. Его решение есть x =
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Появляется операция деления как обратная к умножению (если ql=p, q
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0, то l=
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Заметим, что число 1 - единственное, обладающее следующим свойством: 
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 для любого q
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Q. Рациональное число 
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0) обозначается еще q-1.

Важное обстоятельство: множество рациональных чисел замкнуто относительно арифметических операций (сложение, вычитание, умножение и деление). Другими словами, сумма, разность, произведение и частное (если делитель не равен нулю) двух рациональных чисел есть рациональное число.

Кроме обыкновенных, в арифметике рассматриваются десятичные дроби. Запись 
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. Пусть r - рациональное число, r=m/n, m,n
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0. Осуществим "длинное" деление (уголком) m на n. Результатом вычисления каждой цифры частного является остаток, который становится текущим делимым, при этом делитель - одно и то же число n для всех последовательных операций деления. Поскольку остатками при делении целых чисел на n могут быть только числа 0, 1, 2,..., n-1, на некотором шаге впервые появится уже ранее встречавшийся остаток, и процесс накопления остатков "зациклится". В полученной десятичной дроби или только конечное число отличных от нуля цифр (такая дробь называется конечной), или же данное рациональное число не представимо конечной десятичной дробью, но тогда его десятичное разложение содержит периодически повторяющуюся часть (период).

Пусть теперь дана периодическая дробь 
[image: image18.wmf])
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. Докажем, что она представляет собой рациональное число, то есть эта дробь равна некоторой обыкновенной дроби m/r. Рассмотрим две дроби 
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 и вычтем из второй первую: 
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 (разность двух чисто периодических дробей с одним и тем же периодом - целое число). Получили x=m/r, где 
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, но это и есть обыкновенная (рациональная) дробь.

Пример. Дробь 22/7 доставляет очень хорошее приближение числа 
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. 22/7=3,(142857). Обратное преобразование: x=3,(142857), n=0, k=6, y=3,(142857), z=3142857,(142857), m=y-z=3142854, r=
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=999999, x=m/r=3142854/999999=22/7. 

Теорема 1. Всякое рациональное число представимо как конечная или бесконечная периодическая десятичная дробь. Обратно, любая конечная или бесконечная периодическая десятичная дробь представляет собой некоторое рациональное число.

См.: В(стр. 8, 9, 12, 13).
Иррациональные числа. Действительные числа.

Рассмотренные выше десятичные дроби - конечные или бесконечные периодические представляли собой рациональные числа. Логически остается еще возможность для десятичной дроби быть непериодической. Такая дробь заведомо не может представлять рациональное число (иначе она была бы периодической, в соответствии с теоремой 1). Непериодические дроби существуют, например, x=0,101001000100001.... (за n-й по счету единицей следует n нулей; период должен содержать сколь угодно большое количество нулей и поэтому длина периода не выражается никаким натуральным числом, что и доказывает непериодичность дроби).

Определение 3. Иррациональным числом называется десятичная непериодическая дробь.

Определение 4. Действительным числом называется десятичная дробь.

R - обозначение множества действительных чисел.

Из определения 4 следует, что R включает в себя в качестве подмножеств множества рациональных и иррациональных чисел.

Другой подход к введению действительных чисел - измерение отрезков прямой. Предполагается, что прямая ориентирована, т.е. на на ней задано положительное направление, и выделены две точки, одна из которых соответствует числу 0, другая - 1, причем вектор с началом в 0 и концом в 1 имеет положительное направление. Такая прямая называется числовой. Существует правило, взаимно однозначно сопоставляющее точки числовой прямой действительным числам и обратно. Пусть a - точка из отрезка [0;1]. Разобъем этот отрезок на 10 равных отрезков и занумеруем их последовательно цифрами (десятичными!) 0, 1, 2,..., 9 и обозначим через a1 номер отрезка, содержащего точку a. Далее - индуктивное построение: разобъем отрезок с номером a2 (это есть отрезок [a1/10;(a1+1)/10]) на 10 равных, занумеруем их последовательно цифрами 0, 1, 2,..., 9 и обозначим через a2 номер отрезка, содержащего a, и так далее. Десятичной записью числа (точки) a является бесконечная десятичная дробь 0,a1a2... Если положительное число a больше 1, то сначала вычтем из a его целую часть, проведем только что указанное построение для дробной части и припишем к полученной дроби целую часть a. Если a<0, то, изменив на время знак, реализуем приведенный алгоритм, после чего поставим перед дробью знак "-".

Обратный процесс: дано действительное число a; требуется указать соответствующую ему точку числовой прямой. Решение таково. Пусть 
[image: image25.wmf]...

,

2

1

0

a

a

a

a

=

 - дробь, представляющая a. Если a>0, разбиваем на 10 равных частей отрезок [a0; a0+1], при a<0 разбиваем на 10 равных частей отрезок [a0-1; a0]; нумеруем эти части последовательно 0, 1, 2,..., 9 и выбираем отрезок с номером a1 (первая цифра дробной части a); с выбранным отрезком проделываем то же самое и так далее... Разбиения измельчаются и вложенные друг в друга отрезки этих разбиений "стягиваются" в точку, которая и является геометрическим образом числа a. Нулю отвечает точка "0" числовой прямой (начало координат на прямой).

Задачи: В15, В34, В35.

Приближения с недостатком и избытком. Арифметические действия над действительными числами.
Любое действительное число a, как указано выше, является десятичной дробью 
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 равна заданному числу a. Если эту дробь «обрезать» по какую-то цифру, то есть в представлении числа a ограничиться рассмотрением конечной дроби 
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, мы получим некоторое рациональное число (конечная десятичная дробь!) - десятичное приближение a. Такое приближение называется приближением "по недостатку" с точностью 
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 (то есть увеличив цифру n-го разряда дробной части b на 1, где n - количество цифр, которым мы ограничиваемся для дробной части числа a), получим приближение c числа a "по избытку" с точностью 
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. Таким образом, a заключено между рациональными границами - приближением b "по недостатку" и приближением c "по избытку" с точностью 
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Как определяются арифметические операции над действительными числами? Если x1
[image: image34.wmf]£

a<y1, x2
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b<y2, то существует единственное число c, такое, что x1+x2
[image: image36.wmf]£

c<y1+y2 для всех допустимых (то есть удовлетворяющих выписанным неравенствам) границ x1, x2, y1, y2, в которых заключены a и b. Это число c называется суммой a и b, c=a+b. Другие операции (вычитание, умножение, деление) определяются аналогично. Оказывается (мы это не доказываем), что при таком построении арифметики действительных чисел арифметические операции подчиняются следующим законам (x, y, z - действительные числа):

R1. Коммутативность сложения. x + y = y + x.

R2. Ассоциативность сложения. (x + y) + z = x + (y + z).

R3. Существование нейтрального элемента. Для любого x
[image: image37.wmf]Î

R x + 0 = x.

R4. Существование противоположного элемента. Для любого x
[image: image38.wmf]Î

R cуществует такое y
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R, что x + y = 0. Обозначение: y = (-x) = -x.

R5. Коммутативность умножения. xy = yx.

R6. Ассоциативность умножения. (xy)z = x(yz).

R7. Существование нейтрального элемента. Для любого 
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R8. Существование обратного элемента. Для любого x
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R, x
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0 cуществует такое y
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R, что xy = 1. Обозначение: 
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R9. Дистрибутивность. (x + y)z = xz + yz, x(y + z) = xy + xz.

Также имеют место законы (свойства) упорядоченности:

R10. Если x
[image: image46.wmf]£

y и y
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z, то x
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z (транзитивность).

R11. x
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x (рефлексивность).

R12. Если x
[image: image50.wmf]£

y и y
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x, то x=y (антисимметричность).

         Алгебраическая система с двумя операциями (сложение и умножение), удовлетворяющая условиям R1-R9, называется полем. Учтывая R10-R12, говорим, что R - упорядоченное поле.
Если для какой-то величины a>0 неизвестно ее точное значение, а известны только границы, в которых заключено ее значение, 0<m<a<M, то такая величина называется приближенной, m и M называются соответственно нижней и верхней границами a. Следующие свойства границ могут быть проверены прямым вычислением:

m(x+y)=m(x)+m(y)

m(x-y)=m(x)-M(y)

m(xy)=m(x)m(y)

m(x/y)=m(x)/M(y)  (M(y)
[image: image52.wmf]¹

0)
M(x+y)=M(x)+M(y)

M(x-y)=M(x)-m(y)

M(xy)=M(x)M(y)

M(x/y)=M(x)/m(y)  (m(y) 
[image: image53.wmf]¹
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Задача. В каких границах изменяется величина  x = 
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, если 1,25<a<1,26; 0,79<b<0,80?

Решение. Требуется найти нижнюю и верхнюю границы для x. Имеем:
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 откуда 4,3 < x < 4,5.

Задача. Сколько можно найти десятичных знаков чисел a+b, a-b, ab, a/b по данным десятичным знакам чисел a и b:

a=2,30114..., b=0,23761...?

Фрагмент решения. Так как 2,30114 
[image: image57.wmf]£

 a < 2,30115, 0,23761 
[image: image58.wmf]£

 b < 0,23762, то 2,53875 
[image: image59.wmf]£

 a+b < 2,53877, поэтому a + b = 2,5387...
Доказательство иррациональности некоторых чисел.

Примеры. Докажем иррациональность следующих чисел.

1. 
[image: image60.wmf]2


Решение. Предположим, что число 
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 рационально, то есть 
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(*). Дробь можно считать несократимой (иначе бы ее сократили). Возведем равенство (*) в квадрат: m2 = 2n2 (**). Правая часть (**) - число четное, поэтому m2 кратно 2; так как квадрат нечетного числа есть число нечетное, m четно и m=2m1; переписав (**) в виде 4m12 = 2n2, 2m12=n, придем к тому, что n четно, n=2n1, и дробь m/n оказалась сократимой (числитель и знаменатель кратны 2) - противоречие с предположенной ее несократимостью, откуда следует иррациональность 
[image: image65.wmf]2

.

Заметим, что при решении существенно использовано то обстоятельство, что если n2 делится на 2, то n делится на 2.

2. 

.

Решение. Пусть r = 
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Î

+

3

2

. Имеем: 
[image: image67.wmf]2

3

-

=

r

; после возведения в квадрат получим 
[image: image68.wmf]2

2

2

3

2

r

r

-

+

=

, или 
[image: image69.wmf]Q

r

r

Î

-

=

2

1

2

2

 - противоречие с доказанной иррациональностью 
[image: image70.wmf]2

, следовательно, число 
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 иррационально.

Здесь воспользовались доказанной ранее иррациональностью числа 
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 и замкнутостью множества рациональных чисел относительно арифметических операций.

3. 

.

Решение. Предположим, что число 

 рационально, то есть 

 = 
[image: image73.wmf]n
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(*). Дробь можно считать несократимой (иначе бы ее сократили). Возведем равенство (*) в квадрат: m2 = 5n2 (**). Правая часть (**) - число, кратное 5, поэтому m2 кратно 5; любое натуральное число k при делении на 5 может давать один из остатков 0, 1, 2, 3, 4, то есть любое такое число можно представить в виде k=5s + r, где r=0, 1, 2, 3 или 4 (***); возведем (***) в квадрат: k2=25s2 + 10sr + r2; если k2 делится на то и r2 делится на 5 (так как остальные слагаемые в правой части кратны 5); но среди целых неотрицательных чисел, меньших 5, только 0 делится на 5 - это проверяется непосредственно. Мы доказали, что если k2 делится на то и k делится на 5. Правая часть равенства (**) делится на 5, поэтому m2 кратно 5, но, по только что доказанному, m делится на 5 и m=5m1 - подставив в (**), получим 25m12 = 5n2 , 5m12 = n2, то есть n2 делится на 5; но тогда n делится на 5 и n=5n1. В результате получили: m и n кратны 5 и дробь (*) оказалась сократимой - противоречие, и число 

 иррационально.

Заметим, что при решении существенно использовано то обстоятельство, что если n2 делится на 5, то n делится на 5.
Замечание. Метод решения примеров 1 и 4 является стандартным: мы предполагаем, что наше число представимо в виде несократимой дроби и после избавления от иррациональности (путем возведения в соответствующую степень) подыскиваем некоторое число, на которое дробь, оказывается, можно сократить - это противоречие доказывает иррациональность нашего числа. В качестве общего множителя числителя и знаменателя удобно брать простое число, являющееся делителем какого-либо коэффициента в полученном после избавления от иррациональности выражении; дело в том, что если степень целого числа n делится на простое число p, то и n делится на p. В первом примере таким простым множителем было простое число 2, в третьем - 5.

4. Докажите, что число 

 иррационально.

Решение. Предположим, что число 

 рационально, то есть 

 = 
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(*). Дробь можно считать несократимой (иначе бы ее сократили). Возведем равенство (*) в куб: m3 = 3n3 (**). Правая часть (**) - число, кратное 3, поэтому m3 кратно 3; согласно только что сделанному замечанию, m делится на 3 и m=3m1 - подставив в (**), получим 27m13 = 3n3 , 9m13 = n3, то есть n3 делится на 9, значит, делится и на 3; но тогда n делится на 3 и n=3n1. В результате получили: m и n кратны 3 и дробь (*) оказалась сократимой - противоречие, и число 

 иррационально.

5. В16(10). Установим, является число 

рациональным или иррациональным.

Решение. 

, и число оказывается рациональным.

Модуль действительного числа, решение уравнений и неравенств с модулем.

Определение 5. Модулем действительного числа a называется действительное число


[image: image77.wmf]a

, равное a, если a
[image: image78.wmf]³

0, и равное -a, если a<0.

Из определения 5 следует, что 
[image: image79.wmf]0

³

a

.

Действительные числа изображаются точками числовой оси. Число 
[image: image80.wmf]a

 равно расстоянию от начала координат на числовой прямой (от точки 0) до точки, изображающей число a. Два взаимно противоположных числа имеют одинаковые модули; эти числа изображаются точками числовой прямой, равноудаленными от начала координат 0. Расстояние между точками, изображающими числа a и b, равно 
[image: image81.wmf]b
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Свойства модуля:

1)
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2) 
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4) 
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5) 
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Нужно четко усвоить основные виды неравенств, содержащих модуль. Если a>0, то решение неравенства 

 есть -a

x

a (-a<x<a); в соответствии с геометрической интерпретацией |x|, это неравенство на числовой прямой определяет множество тех точек, расстояние которых от начала координат не больше (меньше) a; иными словами, это неравенство определяет отрезок [-a;a] (интервал (-a;a)) числовой прямой.

Неравенство 
[image: image87.wmf]r
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 равносильно системе неравенств -r< x-a <r, или a-r <x <a+r; оно определяет множество точек числовой оси, которые лежат внутри интервала (a-r;a+r) длины 2r с центром в точке a; расстояние этих точек до точки a меньше r.

Неравенство |x|>a задает множество чисел, больших a или меньших -a, то есть совокупность двух бесконечных промежутков 
[image: image88.wmf]a

x

<

<

¥

-

 и 
[image: image89.wmf]+¥
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x

a

. Это множество точек, расстояние которых до начала координат 0 больше a.
Докажем свойство 2) модуля:

напишем два очевидных неравенства 

 и сложим их почленно: 

, и отсюда следует неравенство 
[image: image90.wmf]b
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Решение уравнений и неравенств с параметром.

Параметрами уравнения (неравенства) называются обозначенные буквами числа, входящие в это уравнение (неравенство) помимо неизвестных. Если параметру, содержащемуся в уравнении (неравенстве), придавать различные числовые значения, то может получиться равенство (неравенство), лишенное смысла, или же уравнение (неравенство), в которое входят только неизвестные и числа и не входит данный параметр. Во втором случае значение параметра называется допустимым, в первом ​недопустимым. Решить уравнение (неравенство), содержащее параметр, - значит для каждого допустимого значения параметра найти множество всех решений данного уравнения (неравенства).

Задача 1. Решите уравнение m2 (x-2) - 3m = x + 1.

Решение. (m2-1) x = 2m2 + 3m + 1  (1). Если m
[image: image91.wmf]¹

1, m
[image: image92.wmf]¹

-1, то уравнение имеет единственное решение x=(2m2 + 3m + 1) / (m2 - 1) = (2m + 1) / (m - 1).

Если m=1, то уравнение (1) приобретает вид 0 = 6 - ложное равенство. При m=-1 уравнение (1) обращается в тождество. Ответ: x=(2m+1)/(m-1) при m
[image: image93.wmf]¹

1, m
[image: image94.wmf]¹

-1;

x - любое число при m=-1; нет решений при m=1.

Задача 2. Решите уравнение 
[image: image95.wmf]2
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Решение. Если a
[image: image96.wmf]¹

0, уравнение эквивалентно 
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. После возведения в квадрат: 
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. Подставляем в исходное уравнение,..., получим

Ответ. 
[image: image100.wmf]a

x

3

4

=

 при a
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0; x<0 при a=0.

Числовые промежутки. Множества точек на плоскости XOY, удовлетворяющих данному условию, их изображение.

Определение 6. Числовым множеством называется подмножество множества действительных чисел.

Геометрически числовое множество изображается точками числовой прямой. Следующие названия и обозначения являются общепринятыми и их необходимо заучить:

(a,b) - интервал с концами a,b - множество x
[image: image102.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию a<x<b, где a,b
[image: image103.wmf]Î

R.

[a,b] - отрезок с концами a,b - множество x
[image: image104.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию a
[image: image105.wmf]£

x
[image: image106.wmf]£

b, где a,b
[image: image107.wmf]Î

R.

[a,b) - полуинтервал с концами a,b - множество x
[image: image108.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию a
[image: image109.wmf]£

x<b, где a,b
[image: image110.wmf]Î

R.

(a,b] - полуинтервал с концами a,b - множество x
[image: image111.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию a<x
[image: image112.wmf]£

b, где a,b
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R.

(-
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,+
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) - числовая прямая (бесконечный в обе стороны интервал) – множество x
[image: image116.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию -
[image: image117.wmf]¥

<x<+
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(-
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,b) - бесконечный открытый полуинтервал - множество x
[image: image120.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию 
[image: image121.wmf]¥

-

<x<b, где b
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R.

(a,+ 
[image: image123.wmf]¥

) - бесконечный открытый полуинтервал - множество x
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R, удовлетворяющих условию a<x<+
[image: image125.wmf]¥

, где a
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(-
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,b] - бесконечный замкнутый полуинтервал - множество x
[image: image128.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию 
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<x
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b, где b
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[a,+ 
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) - бесконечный замкнутый полуинтервал - множество x
[image: image133.wmf]Î

R, удовлетворяющих условию a
[image: image134.wmf]£

x<+
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, где a
[image: image136.wmf]Î

R.

Интервалы, отрезки, полуинтервалы называются числовыми промежутками.
II. Индукция
Одной из аксиом арифметики натуральных чисел является принцип полной индукции, или Принцип математической индукции: если некоторое утверждение P истинно для n=1 и если из предположения о том, что оно истинно для натурального числа n=k (k>1), следует, что P истинно и для n=k+1, то утверждение P истинно для всех натуральных чисел.

Доказательство утверждения P, зависящего от натуральных чисел, то есть доказательство утверждения P(n), с использованием принципа математической индукции называется методом математической индукции (ММИ). Это доказательство включает следующие обязательные этапы:

1) доказательство (проверка) истинности утверждения P(1), то есть доказательство утверждения P(n) для n=1 - база, или основание индукции;

2) в предположении истинности P(n) для всех n
[image: image137.wmf]£

k (предположение, или гипотеза индукции), доказательство истинности P(k+1), то есть доказательство истинности

утверждения P для n=k+1 - индуктивный переход;

3) заключение об истинности утверждения P для всех натуральных чисел.

Пример. Докажем, что при любом натуральном n  

 делится на 7.

Решение. 1. При n=1 заданное выражение равно 
[image: image138.wmf]35
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 и кратно 7 - база индукции установлена.

2. Предположим, что при n
[image: image139.wmf]£

k наше утверждение верно, то есть при всех n
[image: image140.wmf]£

k



 (*), и рассмотрим заданное выражение при n=k+1:



 =
= 

 = ((*)) =

 =

, 
[image: image141.wmf]N
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, что и выражает делимость нашего выражения на 7 при n=k+1 - шаг индукции.

3. На основании принципа математической индукции утверждение, что при любом n
[image: image142.wmf]Î

N число 
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 делится на 7, доказано.

См: В77, В78(2,4,6).
Доказательство тождеств, неравенств методом математической индукции.

1. Докажите равенство 

.

Доказательство. 1) База индукции: при n=1 имеем тождество;

2) Пусть при n=k верно равенство 

  и рассмотрим сумму первых (k+1) квадратов натуральных чисел: 

3) методом математической индукции равенство установлено.

2. Докажите неравенство 

.

Доказательство. При n=1 имеем 5 > 7-3 = 4 - верное числовое неравенство.

Пусть при n=k 

. Используя эту гипотезу, сделаем следующие выкладки: 

(28k - 23 > 0  при 

).

Неравенство доказано ММИ.

3. Докажите неравенство an = 

  (*).

Доказательство. При n=1 неравенство очевидно.

Пусть (*) истинно для n=k и докажем его истинность для n=k+1:



. Достаточно доказать неравенство 

 (**). Обе части этого неравенства положительны и поэтому оно равносильно неравенству, полученному от возведения обеих частей (**) в квадрат; получим 

, а это последнее неравенство равносильно 

, и его решением является любое 

. Индуктивный шаг сделан. Вывод:  неравенство (*) истинно при всех 

.

4. Следующее неравенство имеет большое значение в математическом анализе:

Неравенство Бернулли. Если x > -1, то для любого n
[image: image144.wmf]Î

N (1 + x)n 
[image: image145.wmf]³

 1 + nx (Б).

Доказательство (по индукции). При n=1 (1+x)1 
[image: image146.wmf]³

 1+x - верное неравенство (база индукции); пусть (Б) верно при всех n
[image: image147.wmf]£

k (гипотеза индукции); возьмем n=k+1 и оценим левую часть (Б) при n=k+1: (1+x)k+1 = (1+x)k(1+x) 
[image: image148.wmf]³

(гипотеза индукции дает (1+x)k
[image: image149.wmf]³

1+kx, условие x>-1 - 1+x>0) ...
[image: image150.wmf]³

 (1+kx)(1+x) = 1+(k+1)x+kx2 
[image: image151.wmf]³

 1 + (k+1)x, что означает истинность (Б) при n=k+1; на основании принципа математической индукции заключаем истинность (Б) при всех натуральных n и x>-1.

5. На сколько частей разбивается плоскость n прямыми, имеющие общую точку?

Решение. Одна прямая разбивает плоскость на две полуплоскости, две прямые - на 4 части. Докажем с помощью ММИ, что n прямых разбивают плоскость на 2n  частей.

При n=1 имеем 

 - база индукции.

Пусть k прямых плоскости, имеющих общую точку, разбивают плоскость на 2k частей. Дополнительная, (k+1)-я прямая, проходит внутри одной и только одной пары вертикальных углов, образованных какими-то двумя прямыми (пусть это будут прямые m и n) из первых k штук. После проведения (k+1)-й прямой каждый из вертикальных углов разбивается на два, но при этом старый угол пропадает, - таким образом каждый угол из бывшей пары вертикальных при прохождении внутри него новой прямой добавляет к числу разбиений плоскости ровно два, то есть всего получим 2k + 2 = 2(k+1) частей плоскости.

На основании принципа математической индукции утверждаем, что n прямых плоскости, проходящие через одну точку, разбивают эту плоскость на 2n частей.

См: В81, В83, В85(2,3), В89(3).
III. Многочлены
Целые рациональные выражения. Многочлены от одной переменной.

Канонический вид целых рациональных выражений. Равенство двух многочленов.

Действия над многочленами.
Определение 7. Одночленом степени n от x называется выражение вида axn, где  a

R, n



 EMBED Equation.2  
 (

- множество неотрицательных целых чисел). Число 

 называется одночленом степени 

.

Определение 8. Целым рациональным выражением от x называется алгебраическая сумма одночленов.

Теорема 2. Любое целое выражение от x тождественно равно выражению

f(x) = anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0, где ai

R, i=0,...,n, an

0  (1).

Доказательство заключается в приведении подобных членов по правилам обращения с одночленами.

Выражение вида (1), в которое входят одночлены различных степеней, является так называемым каноническим видом целого рационального выражения.

Определение 9. Многочленом степени n от x (многочленом от одной переменной x) называется целое рациональное выражение в каноническом виде, то есть выражение вида (1). Числа ai, i=0,...,n называются коэффициентами многочлена f(x), an - старшим коэффициентом f(x). 

Степень n многочлена f(x), то есть наивысшая степень входящих в состав f(x) одночленов, обозначается deg f(x)=deg f.

Множество многочленов от переменной x с коэффициентами, являющимися действительными числами, обозначается R[x].

Числа (константы) считаются многочленами нулевой степени; единственное (важное!) исключение - число 0, которое, по определению, является многочленом степени 

.

Определение 10. Два многочлена f(x), g(x)

R[x] называются равными, если попарно равны все коэффициенты f и g при одинаковых степенях x, то есть если f и g составлены из одинаковых одночленов.

Определение 11. Суммой двух многочленов f(x) и g(x) называется многочлен h(x), каждый коэффициент которого равен сумме коэффициентов f и g при соответствующей степени x.

Определение 12. Произведением двух многочленов f(x) и g(x) называется многочлен h(x), являющийся канонической записью многочлена, одночлены которого получены всевозможными произведениями одночленов в записи f на одночлены в записи g.

Теорема 3. Степень суммы двух многочленов f(x) и g(x) не превосходит наибольшей из степеней слагаемых: если h(x) = f(x) + g(x), то deg h 

 max{deg f, deg g}.

Степень произведения двух многочленов f(x) и g(x) равна сумме степеней

 сомножителей: deg(fg) = deg f + deg g.

Доказательство. Утверждения проверяются непосредственно, исходя из определения операций сложения и умножения и с использованием следующего факта: произведение двух отличных от нуля чисел не равно нулю.

Определение 13. f(x)

R[x] (1), c

R. Значением f в точке c (при x=c) называется результат вычисления числового выражения f(c) = ancn + an-1cn-1 +...+ a0.

Теорема 4. Если f(x), g(x) 

R[x], c

R, то (f+g)(c)=f(c)+g(c), (fg)(c)=f(c)g(c).

Доказательство: проверьте.

Оказывается, что справедлива следующая теорема: для того, чтобы многочлены f(x) и g(x) были равны (в смысле определения 10), необходимо и достаточно, чтобы при каждом c

R значения f и g совпадали в точке c.

См.: В91(2,3), В93.
Деление многочленов с остатком.
Следующее утверждение предоставляет основной метод работы с многочленами.

Теорема 4 (теорема о делении с остатком). Если f(x), g(x) 

 R[x], причем g

0, то существуют такие многочлены p(x) и r(x), что f(x) = g(x)p(x) + r(x)  (*),

deg r < deg g или r(x)=0.

Многочлены в формулировке теоремы 4 имеют специальные титулы: f(x) - делимое, g(x) - делитель, p(x) - (неполное) частное, r(x) - остаток.

Доказательство теоремы 4. Если deg f < deg g, достаточно положить p(x) = 0,

r(x) = f(x). В противном случае применим метод математической индукции по степени делимого. Пусть deg f 

 deg g и f(x) = anxn + an-1xn-1+...+ a0, g(x) = bmxm +...+ b0, n

m. Если n=0, то есть f(x)=a, g(x)=b, то возьмем p(x) = a/b, r(x) = 0 - получим представление (*). Пусть (*) доказано для всех многочленов, у которых степень делимого меньше n, и пусть теперь степень f(x) равна n. Многочлен f1(x) = f(x) - (an/bm)

xn-m

g(x) = anxn + an-1xn-1+...+a0 - anxn -... имеет степень не больше n-1, и к нему может быть применено предположение индукции, то есть f1(x) = g(x)p1(x) + r(x), где deg r < deg g или r(x)=0. Но тогда

f(x) = f1(x) +  (an/bm)xn-m

g(x) = g(x)p1(x) + r(x) + g(x)

(an/bm)xn-m = g(x)

[p1(x)+ +(an/bm)xn-m] + r(x), и deg r(x) < deg g(x), и индуктивный шаг сделан. По принципу математической индукции, разложение (*) возможно для любых многочленов f(x) и g(x) (при условии g(x)

0).

На практике коэффициенты частного и остатка вычисляются методом неопределенных коэффициентов, с учетом теоремы 3, или же посредством "деления уголком".
Задача. Остаток от деления многочлена на (x-2) равен 5, а от деления на (x-3)

равен 7. Найдем остаток от деления того же многочлена на (x-2)(x-3).

Решение. Пусть f(x) - данный многочлен. Условие "Остаток от деления f(x) на x-2 равен 5" означает, в силу теоремы о делении с остатком, что имеет место равенство f(x) = (x - 2)p(x) + 5. При x=2 получим f(2) = (2-2)p(x) + 5 = 5.

Аналогично имеем f(x) = (x-3)q(x) + 7, f(3) = (3-3)q(x) + 7 = 7. Для того, чтобы определить остаток от деления f(x) на (x-2)(x-3), напишем разложение (*):

f(x) = (x-2)(x-3)s(x) + r(x) (**); здесь deg r(x) < deg [(x-2)(x-3)] = 1 + 1 = 2 или r(x)=0. Таким образом, степень многочлена r(x) не превышает 1. Любой многочлен первой степени, в том числе наш r(x), имеет вид r(x) = ax + b, где a и b - "неопределенные коэффициенты". Перепишем (**): f(x)=(x-2)(x-3)+ax+b (***).

Для отыскания a, b поступим следующим образом: подставим в (***) последовательно x=2 и x=3, то есть еще раз вычислим значения f(x) при x=2 и x=3 (выше уже установлено, что f(2)=5, f(3)=7). Получим два равенства:

f(2) = (2-2)(2-3) + 2a + b = 2a + b, f(3) =(3-2)(3-3) + 3a + b = 3a + b. Сравнив два выражения для f(2) и f(3), придем к системе двух уравнений с двумя неизвестными: 2a + b = 5, 3a + b = 7. Ее решение есть a=2, b=1.   Ответ. 2x + 1.
См: В93(1,2,3,4), В95.
Теорема Безу и следствия из нее. Корни многочленов.

Теорема 5 (Безу). Остаток от деления многочлена f(x) на двучлен x-c равен значению f(x) при x=c.

Доказательство. Разделим с остатком f(x) на x-c: f(x)=(x-c)p(x)+r(x) (*), где

deg r(x) < deg (x-c) = 1, откуда deg r(x)=0 или r(x)=0; в любом случае

r(x)=r

R. Подставим x=c в равенство (*): f(c) = (c-c)p(c) + r = 0 + r, r=f(c).

Определение 14. Число c

R называется корнем многочлена f(x), если f(c)=0.

Теорема 6. Для того, чтобы число c

R было корнем многочлена f(x), необходимо и достаточно, чтобы многочлен f(x) делился на двучлен x - c без остатка.

Доказательство.

Необходимость. c

R - корень f(x), f(c)=0; разделим с остатком f(x) на x-c, получим f(x) = (x - c)p(x) + r, r

R (теорема 4) - подставим сюда x=c:
f(c) = 0 = (c - c)p(c) + r, откуда r=0.

Достаточность. f(x) делится на x-c без остатка - это значит f(x)=(x-c)p(x); при x=c получим f(c) = (c-c)p(c) = 0, то есть c - корень f(x).

См.: В97, В98, В100, В102(1,2,3,4).

Определение 15. Число c называется корнем многочлена f(x) кратности k, если f(x) делится без остатка на (x-c)k, но не делится без остатка на (x-c)k+1.

Пример. 1 - корень x2 - 2x + 1 кратности 2.

Теорема 7. Если a1, a2,...,am - различные корни многочлена f(x), k1, k2,...,km -

соответствующие кратности этих корней, то f(x) делится без остатка на

произведение 
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Доказательство. Индукция по m - числу различных корней многочлена f(x).

1) При m = 1 f(x) делится без остатка на 
[image: image153.wmf]1

)

(

1

k

a

x

-

, по определению корня кратности k1, - база индукции.

2) Пусть f(x) делится без остатка на 
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 при всех m

t (гипотеза индукции). Рассмотрим случай t+1 различных корней a1, a2,...,at, at+1.

Так как f(x) делится на произведение 
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 (по гипотезе индукции), можем написать f(x) = 
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  (*). Число at+1 является корнем f(x) кратности kt+1, то есть f(x) делится без остатка на 
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 - шаг индукции.

3) По принципу математической индукции заключение теоремы следует из 1), 2).

См:  В102(5,6,7,8,9,10,11,2), В106.

Схема Горнера.

Для деления многочлена f(x) на двучлен x-c имеется специальный метод, который называется схемой Горнера. Пусть дан многочлен f(x)=anxn + an-1xn-1 +...+ a1x + a0 и его представление в виде f(x) = (x-c)g(x) + r  (*), где r

R и g(x) = bn-1xn-1 + bn-2xn-2 + bn-3xn-3 + ... + b0 (**), - оно существует, в силу теоремы о делении с остатком. Подставим (**) в (*), выполним арифметические действия и сравним коэффициенты при одинаковых степенях x в многочленах левой и правой частях (*); получим

an = bn,

an-1 = bn-1 - cbn,

an-2 = bn-2 - cbn-1,

...........

a1 = b1 - cb2,

a0 = r - cb1.

Из этих равенств находим bn = an, bk = ak + cbk+1 (k=n-1,n-2,...,2,1), r = a0 + cb1.

Сами вычисления коэффициентов частного g(x) и остатка r удобно проводить в таблице, в которой в верхней строчке (выше черты) записаны коэффициенты делимого f(x), в нижней строчке (под чертой) - соответствующие коэффициенты частного g(x) и остаток r (числа нижней строки вычисляются последовательно), а слева сбоку - значение c.

Пример. Разделим f(x) = 2x5 - x4 - 3x3 + x - 3 на x - 3. Имеем таблицу:

   2|
   -1
  |          -3
|          0        |          1
          |             -3              
3 2|  -1+3

2=5 |-3+3

5=12   |0+3

12=36|  1+3

36=109 |  -3+3

109=324

Результат: 2x5-x4-3x3+x-3 = (x-3)(2x4+5x3+12x2+36x+109) + 324.

Схема Горнера также удобна для быстрого вычисления значения многочлена в данной точке.

Задача. Пользуясь схемой Горнера, разложите многочлен f(x) по степеням x-x0:

f(x) = x4 + 2x3 - 3x2 - 4x + 1, x0=-1.

Решение. f(x)=(по схеме Горнера) = (x3+x2-4x)(x+1)+1 = (опять схема Горнера

для многочлена x3+x2-4x)= [(x2-4)(x+1)+4](x+1)+1 = x2(x+1)2-4(x+1)2+4(x+1)+1 =

= (x+1-1)2(x+1)2-4(x+1)2+4(x+1)+1 = (x+1)4-2(x+1)3+(x+1)2-4(x+1)2+4(x+1)+1 =

= (x+1)4-2(x+1)3-3(x+1)2+4(x+1)+1.

Ответ: (x+1)4 - 2(x+1)3 -3(x+1)2 + 4(x+1) + 1.

Задача. Пользуясь схемой Горнера, разложите многочлен f(x) по степеням x-x0:

f(x) = x4 - 8x3 + 24x2 - 50x + 90, x0=2.

Ответ: (x-2)4 - 18(x-2) + 38.
Примеры на делимость.
Решение задач на объявленную тему опирается на следующие важные утверждения, являющиеся непосредственными следствиями теоремы Безу:

1) разность натуральных степеней целых чисел делится на разность оснований, то есть для любых a,b

Z, n

N an - bn делится на a - b;

2) разность четных натуральных степеней целых чисел делится на сумму оснований, то есть для любых a,b 

Z, n

N a2n - b2n делится на a + b;

3) сумма нечетных натуральных степеней целых чисел делится на сумму оснований, то есть для любых a,b 

Z, n

N a2n-1 + b2n-1 делится на a + b.

Доказательство - хороший (и полезный) пример применения теоремы Безу: рассмотрим многочлен f(x) = xk - bk и вычислим f(x) при x=b в случае 1) и при x=-b в случаях 2) и 3). В случае 1) (k=n) получим bn - bn=0, то есть x=b - корень f(x),  и f(x) делится на x - b (теорема 6), f(x)=xn - bn делится на x - b; подставим x=a - an - bn делится на a - b. Аналогично, в случае 2) (k=2n) (-b)2n - (-b)2n=0, то есть x=-b - корень f(x),  и f(x) делится на x + b, f(x)=x2n - b2n делится на x + b; подставим x=a - a2n - b2n делится на a + b. В случае 3) (-b)2n-1 + (-b)2n-1 = 0, то есть x=-b - корень f(x),  и f(x) делится на x + b, f(x)=x2n-1 + b2n-1 делится на x+b; подставим x=a - a2n-1 + b2n-1 делится на a + b.

Задача 1. Докажите, что при n

0 11n+2 + 122n+1 делится на 133.

Решение. 11n+2 + 122n+1 = 121

11n + 12

122n = 121

11n+12

144n =

= 12

144n - 12

11n + 12

11n + 121

11n = 12(144n-11n) + 133

11n -

делится на 133, так как оба слагаемых делятся на 133 (первое - как разность n-х степеней 144 и 11, 144-11=133 - случай 1)).

Задача 2. Докажите, 1172002 – 252002 делится на 142 и на 92.

Решение. 2002 - четное число, поэтому разность 2002-х степеней чисел 117 и 25

делится на 115+25=142 (случай 2)) и на 117-25=92 (случай 1)).

Задача 3. Докажите, 1502003 + 482003 делится на 198.

Решение. 2003 - нечетное число, поэтому сумма 2003-х степеней чисел 150 и 48

делится на 150+48=198 (случай 3)).
Решение задач на многочлены.

1. При каких k выполняется без остатка деление x3+6x2+kx+12 на x+4?

Решение. По следствию из теоремы Безу (теорема 6), делимость многочлена на x+4 означает, что число -4 является его корнем, то есть (-4)3+6(-4)2-4k+12 = 0, -64+96-4k+12=0, 108-44k=0, k=11.

2. Остаток от деления многочлена f(x) на (x-a) равен A, от деления на (x-b) равен B (a

b). Найдем остаток от деления того же многочлена на (x-a)(x-b).

Решение. По теореме Безу f(a)=A, f(b)=B. Разделим с остатком f(x) на (x-a)(x-b):

f(x)=(x-a)(x-b)g(x)+r(x), где r(x)=cx+d (так как deg r < deg (x-a)(x-b)=2),

f(x)=(x-a)(x-b)g(x)+cx+d (*). Подставим в (*) последовательно x=a и x=b:

f(a)=ac+d = A, f(b)=bc+d = B - получили систему двух уравнений с двумя

неизвестными c и d. Решая ее, найдем c=(A-B)/(a-b), d=(aB-bA)/(a-b).

3. Найдите все корни уравнения x3+6x2+ax+4=0, если известно, что x = -4 -

корень этого уравнения.

Решение. Так как -4 - корень уравнения, значение многочлена x3+6x2+ax+4 при x=-4 равно 0 (следствие из теоремы Безу): (-4)3+6(-4)2-4a+4=0, 36-4a=0, a=9. Выполнив деление уголком x3+6x2+9x+4 на x+4, получим x3+6x2+9x+4=(x+4)(x2+2x+1). Двукратным корнем многочлена x2+2x+1 является число -1.

Ответ. x1=-4, x2,3=-1.

4. Найдите a, b и все корни уравнения x4+3x3-30x2+ax+b=0, если известно, что x=2 и x=1 являются корнями этого уравнения.

Решение. Условие, что x=2 и x=1 являются корнями данного уравнения, приводит к равенствам 24 + 3

23 - 30

22 + 2a + b=0,  1+3 - 30 + a + b=0. Из полученной системы уравнений (относительно a и b) находим a=-30, b=28. По следствию из теоремы Безу, многочлен x4 + 3x3 - 30x2 - 30x + 28 делится на

(x-2)(x-1)=x2 - 3x + 2. Осуществив это деление уголком, найдем

x4 + 3x3 - 30x2 - 30x + 28=(x2 - 3x + 2)(x2 + 6x - 14). Находим корни многочлена

x2 + 6x - 14 и пишем

Ответ. a=-30, b=28, x1=2, x2=1, x3=

, x4=

.

5. При каких значениях a и b многочлен x4 - 3x3 + 3x2 + ax + b делится без остатка на x2 - 3x + 4?

Решение. Должно выполняться равенство

x4 - 3x3 + 3x2 + ax + b=(x2 - 3x + 4)(Ax2 + Bx + C), где A, B и C - неопределенные коэффициенты. Раскрыв скобки в правой части, приведя подобные члены и сравнив коэффициенты равных многочленов в правой и левой частях, получим A=1, B=0, C=-1, a=3, b=-4.

Ответ. a=3, b=-4.

Уравнения. Равносильность уравнений. Методы решения уравнений.

Определение 15. Уравнением относительно неизвестного x называется равенство вида A(x)=B(x) (1), где A(x) и B(x) - некоторые выражения, содержащие x.

Определение 16. Областью допустимых значений (ОДЗ) уравнения (1) называется множество тех значений неизвестного x, при которых все выражения (функции), входящие в уравнение, имеют смысл.

Определение 17. Число a называется решением (или корнем) уравнения (1), если оно входит в ОДЗ уравнения (1) и при подстановке числа a вместо неизвестного x уравнение (1) превращается в тождество (верное числовое равенство).

Решить уравнение (1) - значит найти все его решения (или доказать, что решений нет).

Определение 18. Если все корни одного уравнения являются корнями другого, то второе уравнение называется следствием первого.

Определение 19. Два уравнения называются равносильными, если каждое из них является следствием другого.

Теорема 8 (о равносильности уравнений). Следующие уравнения равносильны в их общей ОДЗ (D - обозначение пересечения ОДЗ обоих уравнений):

1) A(x)=B(x) и A(x)+C(x)=B(x)+C(x);

2) A(x)=B(x) и A(x)C(x)=B(x)C(x), если при всех x

D C(x)

0;

3) A(x)=B(x) и An(x)=Bn(x), если при всех x

D  A(x)

0, B(x) 

0, n

N;

Если уравнение решается путем перехода к следствию, необходимо делать проверку, то есть для каждого корня следствия установить, является ли этот корень решением исходного уравнения.

См.: В119(1,2,3,4,5,6), В120(1,2). Теория: В(стр. 63-69).
Основными методами решения уравнений являются разложение на множители и метод подстановки (замены переменной).

Примеры.

1. В119(4). Решите уравнение x3 + (m - 1)x + m=0.

Решение. Преобразуем левую часть: x3 + (m - 1)x + m = x3 - x + mx + m =

= x(x2 -1) + m(x + 1) = x(x - 1)(x + 1) + m(x + 1) = (x + 1)(x2 - x + m),

(x + 1)(x2 - x + m) = 0 (*).

Уравнение (*) равносильно совокупности



  (**)

Решая (**), получим x1 = -1; далее, при m 

1/4  x2,3=

.

Переход от уравнения (*) к совокупности (**) называется методом разложения на множители. Так как проведенные преобразования не нарушали равносильности, проверка не обязательна.

2. В120(1). Решите уравнение x4 + 2x3 - 11x2 + 4x + 4 = 0.

Решение. Разложим левую часть на множители:

x4 + 2x3 - 11x2 + 4x + 4 =(x4 - 16) + (2x3 - 4x2) - 7x2 + 4x + 20 =

= (x2 + 4)(x + 2)(x - 2) + 2x2(x - 2) - (7x + 10)(x - 2) =

= (x -2)[(x2 + 4)(x +2)+ + 2x2 - 7x - 10] = (x - 2)(x3 + 4x2 - 3x - 2) =

= (x - 2)(x3 - x + 4x2 - 2x -2) = (x - 2)[x(x + 1)(x - 1) + (4x + 2)(x - 1)] =

= (x - 2)(x -1)(x2 + 5x + 2).

Ответ. x1=2; x2=1; x3,4=

.

3. В119(18). Решите уравнение x4 + (1 - x) 4 = a (*).

Решение основано на следующем замечании: точки 0 и 1, являющиеся корнями двучленов x и x-1, симметричны относительно точки 0,5 числовой прямой. В этом случае бывает полезна подстановка x-0,5=y (**). Выполнив эту подстановку, придем (заметив, что x=y+0,5) к уравнению (y + 0,5) 4 + (y - 0,5) 4 = a. Вычисляем: 16y4 + 24y2 + 1 - 8a = 0 (***) - это так называемое биквадратное (то есть квадратное относительно y2) уравнение; оно решается стандартной заменой переменной y2=z (****). Подставим (****) в (***) и получим 16z2 + 24z + 1 - 8a=0. Последнее уравнение разрешимо при a 

-1 и для этих значений параметра имеет корни 

. Заведомо отрицательный корень должен быть отброшен, в силу (****), и остается исследовать y2 = z = =

, что дает a

1/8. Имеем y1,2= 

 при a>1/8, y=0 при a=1/8. Вернемся к (**) и напишем

Ответ. x1,2= 

 при a>1/8; x=1/2 при a=1/8 ; при a<1/8 решений нет.

4. В120(2). Решите уравнение 

 (1).

Решение. В поисках нужной подстановки возведем в квадрат выражение в скобках в правой части уравнения (1): (x/3 + 4/x)2 = x2/9 + 16/x2 + 8/3; теперь заметим, что 3(x/3 + +4/x)2 = x2/3 + 48/x2 - 8. Сделанные выкладки мотивируют замену y = x/3 + 4/x. Подставим в (*): 3y2 - 8 = 10y, 3y2 - 10y -8 = = 0, y1=4, y2=-2/3. Вернемся к переменной x:



   (2)
Первое уравнение полученной совокупности дает 

, причем оба корня, очевидно, входят в ОДЗ уравнения (1); так как все преобразования приводили к равносильным уравнениям, эти корни являются решениями исходного уравнения. Второе уравнение совокупности (2) действительных корней не имеет (дискриминант квадратного трехчлена x2 + 2x + 12 отрицателен).

Ответ. 

.

См.: В119(7,10,11,14,18) , В120(6).
Основная теорема алгебры. Теорема Виета для квадратного и кубического уравнений.

Определение 20. Уравнение вида f(x) = 0, где f(x) - многочлен степени n, называется алгебраическим уравнением степени n.

Следующая теорема приводится без доказательства.

Теорема 9 (основная теорема алгебры). Алгебраическое уравнение степени 

1 имеет корень, являющийся комплексным числом.

Определение 21. Алгебраическое уравнение a2x2 + a1x + a0 = 0, a2

0, называется квадратным. Алгебраическое уравнение a3x3 + a2x2 + a1x + a0 = 0, a3

0, называется кубическим.

Теорема 10 (теорема Виета для квадратного и кубического уравнений).

1. Если - x1, x2 - корни уравнения a2x2 + a1x + a0 = 0  (1), то справедливы следующие формулы Виета: x1 + x2 = -a1/a2, x1x2 = a0/a2.

2. Если - x1, x2, x3 - корни уравнения a3x3 + a2x2 + a1x + a0 = 0  (2), то справедливы следующие формулы Виета:

x1 + x2 + x3 = -a2/a3,

x1x2 + x2x3 + x3x1 = a1/a3,

x1x2x3 = -a0/a3.

Доказательство проведем для более громоздкого случая кубического уравнения.

Пусть x1, x2, x3 - все корни уравнения (2). По следствию из теоремы Безу (теорема 6) многочлен f(x) = a3x3 + a2x2 + a1x + a0 делится без остатка на двучлены (x - x1), (x - x2), (x - - x3); так произведение этих двучленов имеет степень 3, многочлены a3x3 + a2x2 + a1x + a0 и (x - x1)(x - x2)(x - x3) пропорциональны с коэффициентом пропорциональности (это легко подсчитать), равным старшему коэффициенту f(x), то есть a3:

a3x3 + a2x2 + a1x + a0 = a3(x - x1)(x - x2)(x - x3)  (*); сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в левой и правой частях равенства (*), получим формулы Виета.

Примеры.

1. В104(2). Составьте кубический многочлен, корни которого равны квадратам корней многочлена x3 - 6x2 + 11x - 6.

Решение. Пусть x1, x2, x3 - корни многочлена x3 - 6x2 + 11x - 6. Формулы Виета дают x1 + +x2 + x3 = 6 (1), x1x2 + x2x3 + x3x1 = 11 (2), x1x2x3 = 6 (3). Нужно составить кубический многочлен b3z3+b2z2+b1z+b0 с корнями z1=x12, z2=x22, z3=x32. Достаточно вычислить коэффициенты b3, b2, b1, b0 этого многочлена, при этом можно взять b3=1 (пропорциональные многочлены имеют одинаковые корни). Снова используем формулы Виета:

b2 = -(z1 + z2 + z3) = -(x12 + x22 + x32) = (типовой прием!) =

= -[(x1 + x2 + x3)2 - 2(x1x2 + +x2x3 + x3x1)] = (из (1), (2)) = -(62 - 2 

11) = -14; b1 = (z1z2 + z2z3 + z3z1) = (x12 

x22 + x22 

 x32 + x32 

x12) =

= (x1x2 + x2x3 + x3x1)2 - 2(x12 

x2x3 + x1x22 

x3 + x1x2x32) =

= (x1x2 + x2x3 + x3x1)2 - 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = (см. (1), (2), (3)) =

= 112 - 2 

6 

6 = 49;

b0 = -z1z2z3 = -x12x22x32 = (из (3)) = -(x1x2x3)2 = -(6)2 = -36.

Теперь можно вернуться к переменной x (вместо z) и получить

Ответ. x3 - 14x2 +49x -36.

2. В109. Составьте квадратное уравнение, корни которого противоположны корням уравнения x2 - 7x + 1 = 0 (*).

Решение. Корни x1 и x2 уравнения (*) и коэффициенты многочлена x2 - 7x + 1 связаны формулами Виета x1 + x2 = 7, x1x2 = 1. Для корней y1 и y2 искомого уравнения x2 + a1x + a0 = 0 справедливы соотношения y1 = -x1, y2 = -x2. Формулы Виета дают y1 + y2 = -(x1 + x2) = -7, y1y2 = (-x1)(-x2) = x1x2 = 1, поэтому нужно составить уравнение x2 + 7x + 1 = 0.
Возвратные уравнения.

Определение 22. Алгебраическое уравнение f(x) = 0 называется возвратным, если коэффициенты многочлена f(x), “равноотстоящие” от его концов, равны. Сам многочлен f(x) называется возвратным.

Пример. f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0 - возвратное уравнение четвертой степени. Коэффициенты при x4 и x0 оба равны a, коэффициенты при x3 и x1 равны b.

Метод решения возвратного уравнения четвертой (вообще любой четной) степени:

1) учитывая, что x=0 не является корнем уравнения, разделим обе его части на x2;

2) сгруппируем члены с xk и x-k;

3) сделаем замену y = x + 1/x;

4) решим полученное квадратное относительно y уравнение; пусть y1, y2 - его корни;

5) решим уравнения x + 1/x = yi, i=1,2.

Пример 1. В120(14). Решите уравнение 6x4 + 5x3 - 38x2 + 5x + 6 = 0  (*).

Решение. Сравнивая коэффициенты, равноотстоящие от концов многочлена f(x), убеждаемся в том, что данное уравнение - возвратное четвертой степени.

Делим обе части (*) на x2 (x=0 не является корнем (*)):

6x2 + 5x - 38 + 5/x + 6/x2 = 0; порегруппировываем члены:

(6x2 + 6/x2) + (5x + 5/x) - 38 = 0; 6[(x + 1/x)2 - 2] + 5(x + 1/x) - 38 = 0;

делаем замену y = x + 1/x:  6(y2 - 2) + 5y - 38 = 0; 6y2 + 5y - 50 = 0 (**);

y1 = -10/3, y2 = 5/2.

1) Решаем уравнение x + 1/x = -10/3:  3x2 + 10x + 3 = 0; x1=-3, x2=-1/3.

2) Решаем уравнение x + 1/x = 5/2:  2x2 - 5x + 2 = 0; x3=2, x4=1/2.

Ответ. x1=-3, x2=-1/3, x3=2, x4=1/2.

Если возвратное уравнение f(x) = 0 имеет нечетную степень, у него обязательно есть корень x=-1 и, следовательно, f(x) делится без остатка на x+1 (теорема Безу); выполнив это деление, получим возвратный многочлен четной (на 1 меньшей, чем данный) степени; полученное возвратное уравнение четной степени решается по выписанному выше рецепту.

Пример 2. Решите уравнение 6x5 + 11x4 - 33x3 - 33x2 + 11x + 6 = 0 (*).

Решение. Данное уравнение - возвратное пятой (нечетной) степени. Непосредственной проверкой убеждаемся, что x=-1 есть корень (*):

6(-1)5 + 11(-1)4 - 33(-1)3 - 33(-1)2 + 11(-1) + 6 = 0. Разделив обе части уравнения на x+1, получим 6x4 + 5x3 - 38x2 + 5x + 6 = 0 - уравнение, решенное в примере 1.

Ответ. x1=-1, x2=-3, x3=-1/3, x4=2, x5=1/2.

См.: В120(12,14,15,16,17,18). Теория: В(стр. 68-69).

Нахождение целых корней уравнений. Метод подбора для решения уравнений степени выше второй.

Теорема 11. Пусть f(x) = 0 (*) - алгебраическое уравнение, при этом многочлен

f(x) = anxn + an-1xn-1 +...+ a1x + a0 имеет целые коэффициенты: ai

Z, i=0,1,...n. Для того, чтобы несократимая дробь p/q

Q была корнем уравнения (*), необходимо и достаточно, чтобы p было делителем свободного члена a0, а q было делителем старшего коэффициента an.

Доказательство. Прямая проверка.

Примеры.

1. В129(1). Решить уравнение f(x) = 4x4 - 7x2 - 5x - 1 = 0 (*).

Решение. Нужно решить алгебраическое уравнение с целыми коэффициентами. Попробуем отыскать рациональный корень (*). Им может быть дробь p/q, где p - делитель числа 1, q - делитель числа 4. К "подозреваемым" дробям относятся числа 1, -1, 1/2, -1/2, 1/4, -1/4. Испытаем их последовательно до первого "успеха", для чего подставим вместо x в уравнение (*). Получим f(1)=-9, f(-1)=1, f(1/2)=-4, f(-1/2)=0. Таким образом, -1/2 - корень нашего уравнения. По теореме 6, многочлен f(x) делится на x + 1/2. Выполним это деление:

f(x)=4x4 - 7x2 - 5x - 1=(x + 1/2)(4x3 - 2x2 - 6x - 2)=(2x + 1)(2x3 - x2 - 3x - 1) (**). Многочлен 2x3 - x2 - 3x - 1 может из рациональных иметь только корни 1/2 и -1/2 (1 и -1 уже отброшены выше). -1/2 - корень и (после соответствующей процедуры деления уголком) (**) получает вид:

f(x) = (2x + 1)(x + 1/2)(2x2 - 2x - 2) = (2x + 1)2(x2 - x - 1).

Решаем квадратное уравнение x2 - x - 1 = 0: 

.

Ответ. 

.

2. В129(3). Решите уравнение f(x) = 4x4 + 8x3 - x2 - 8x - 3 = 0 (*).

Решение. Нужно решить алгебраическое уравнение с целыми коэффициентами. Попробуем отыскать рациональный корень (*). Им может быть дробь p/q, где p - делитель числа 3, q - делитель числа 4. К "подозреваемым" дробям относятся числа 1, -1, 1/2, -1/2, 1/4, -1/4, 3, -3, 3/2, -3/2, 3/4, -3/4. Подставим их вместо x в уравнение (*). Получим f(1) = 0. Таким образом, x=1 - корень нашего уравнения. По теореме 6, многочлен f(x) делится на x - 1. Выполним это деление: f(x) = (x - 1)(4x3 + 12x2 + 11x + 3) = (x - 1)g(x) (**). Многочлен 4x3 + 12x2 + 11x + 3 может из рациональных иметь только корни 1, -1, 1/2, -1/2, 1/4, -1/4, 3, -3, 3/2, -3/2, 3/4, -3/4. Проверка показывает, что f(-1)=0. Многочлен g(x) делится на x + 1. Выполним это деление: g(x) = (x + 1)(4x2 + 8x + 3) =

= 4(x + 1)(x + 1/2)(x + 3/2) = (x + 1)(2x + 1)(2x + 3). Теперь (**) приобретает вид  f(x) = (x - 1)(x + 1)(2x + 1)(2x + 3).

Ответ. x1=1, x2=-1, x3=-1/2, x4=-3/2.

См.: В129(1,2,3,4,5,6).     Теория: В(стр. 75-78)
Некоторые искусственные методы решения уравнений.

Следующие примеры иллюстрируют некоторые нестандартные методы решения уравнений.

Примеры.

1. Решите уравнение x3 - 5x2 + 7x - 3 = 0.

Решение. Корень x=3 легко обнаружить подбором. Но целью примера является демонстрация метода неопределенных коэффициентов для разложения многочлена на множители. Исходим из того, что многочлен третьей степени разлагается в произведение линейного и квадратного множителей, и запишем такое разложение с "неопределенными коэффициентами":

x3 - 5x2 + 7x - 3 = (x - a)(bx2 + cx + d)  (*). Запишем правую часть (*) в каноническом виде и приравняем коэффициенты полученного многочлена соответствующим коэффициентам данного многочлена:

bx3 + (c - ab)x2 + (d - ac)x - ad = x3 - 5x2 + 7x - 3,

b = 1, c - a = -5, d - ac = 7, ad = 3, откуда b = 1, c = -2, d = 1, a = 3 и
x3 - 5x2 + 7x - 3 = (x - 3)(x2 - 2x + 1).

Ответ. 

.

2. Решите уравнение (x - 1)4 + (x + 3)4 = 82  (*).

Решение. Для уравнений такого вида существует типовая подстановка

y = ((x - 1) + (x + 3))/2, то есть x = y - 1. Перепишем (*):

(y - 2)4 + (y + 2)4 = 82. Произведем вычисления и придем к уравнению

2y4 + 48y2 + 32 = 82 (**) - это биквадратное уравнение решается также типовой заменой z = y2; полученное квадратное относительно z уравнение

z2 + 24z - 25 = 0 имеет корни z1 = 1 и z2 = -25, поэтому уравнение (**) равносильно совокупности



 .

Уравнения этой совокупности имеют два действительных решения y1=1, y2=-1, а корнями исходного уравнения будут x1 = 0, x2 = -2.

Ответ. x1=0, x2=-2.

3. Решите уравнение 10x3 - 3x2 - 2x + 1 = 0 (*).

Решение. Этот пример - вариация на тему подбора рациональных корней многочлена. Чтобы не возиться с дробями (целочисленные корни искать приятнее и проще), сделаем подстановку 1/x = y (предварительно заметив, что уравнение (*) целых корней, а таковыми могут быть только числа 1 и -1, не имеет). (*) примет вид: y3 - 2y2 - 3y + 10 = 0 (**). Подбором устанавливаем, что целое число y=-2 является корнем (**). Имеем:

y3 - 2y2 - 3y + 10 = (y + 2)(y2 - 4y + 5). Так как дискриминант трехчлена

y2 - 4y + 5 отрицателен, единственным действительным корнем (**) является y=-2. Возвращаемся к переменной x и -

Ответ. x = -1/2.

4. Уравнение (x - a)(x - b)(x - c)(x - d) = A, где a < b < c < d и b - a = d - c   подстановкой 

 всегда сводится к биквадратному.

5. Решите уравнение 3x3 + 4x2 + 4x + 3 = 0 (*).

Решение. (*) - так называемое возвратное уравнение третьей (нечетной) степени (равны коэффициенты одночленов, равноотстоящих от концов левой части уравнения). Типовой прием решения - выделение множителя x + 1. Сделать это очень легко: 3x3 + 4x2 + 4x + 3= = (3x3 + 3) + (4x2 + 4x) = 3(x3 + 1) + 4x(x + 1) = (по формуле сокращенного умножения) = 3(x + 1)(x2 - x + 1) + 4x(x + 1) =

= (x + 1)(3x2 - 3x + 3 + 4x) = (x + 1)(3x2 + x + 3), и уравнение (*) можно переписать в виде (x + 1)(3x2 + x + 3) = 0, равносильном (*). Это уравнение имеет единственное действительное решение x = -1.

Ответ. x = -1.
Неравенства. Равносильность неравенств. Методы решения неравенств.

Определение 15'. Неравенством относительно неизвестного x называется соотношение вида A(x)<B(x) (A(x)>B(x), A(x)<=B(x), A(x)>=B(x)) (**), где A(x) и B(x) - некоторые выражения, содержащие x.

Определение 16'. Областью допустимых значений (ОДЗ) неравенства (**) называется множество тех значений неизвестного x, при которых все выражения (функции), входящие в неравенство, имеют смысл.

Определение 17'. Число a называется решением неравенства (**), если оно входит в ОДЗ неравенства (**) и при подстановке числа a вместо неизвестного x неравенство (**) превращается в верное числовое неравенство).

Решить неравенство (**) - значит найти все его решения (или доказать, что решений нет).

Определение 18'. Если все решения одного неравенства являются решениями другого, то второе неравенство называется следствием первого.

Определение 19'. Два неравенства называются равносильными, если каждое из них является следствием другого.

Теорема 8' (о равносильности неравенств). Следующие неравенства равносильны в их общей ОДЗ (D - обозначение пересечения ОДЗ обоих неравенств):

1) A(x)<B(x) и A(x)+C(x)<B(x)+C(x);

2) A(x)<B(x) и A(x)C(x)<B(x)C(x), если при всех x

D C(x)>0;

3) A(x)<B(x) и A(x)C(x)>B(x)C(x), если при всех x

D C(x)<0;

Основной метод решения неравенств - метод интервалов (промежутков).
Доказательство неравенств. Среднее арифметическое и среднее

геометрическое двух неотрицательных чисел.

Определение 23. Если  x1, x2,..., xn - положительные числа, то числа



и  

 называются соответственно средним арифметическим и средним геометрическим этих чисел.

Теорема 12 (неравенство Коши о среднем арифметическом и среднем геометрическом).

g<=a, причем g=a в том и только том случае, если x1=x2=...=xn (среднее геометрическое n положительных чисел не больше среднего арифметического этих же чисел; при этом равенство имеет место в том и только в том случае, когда все числа x1, x2,..., xn одинаковы).

Частный случай: если a и b положительны, то 

 и  

 тогда и только тогда, когда a=b.

Следствие. При x>0 

; знак равенства достигается только при x=1 (сумма двух взаимно обратных положительных величин всегда не меньше 2).

Задачи.

1. Докажите, что если x1>0, x2>0,...,xn>0, то

x1/x2 + x2/x3 +... + xn-1/xn + xn/x1 

 n, причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда x1=x2=...=xn.

Решение. По неравенству о среднем арифметическом и среднем геометрическом имеем 

, что равносильно исходному неравенству.

2. Докажите неравенство 

, x

R.

Решение. 

.

Неравенство Коши.

Теорема 13 (неравенство Коши).

При любых a1 ,a2,..., an, b1, b2,..., bn справедливо неравенство (Коши)
a1b1 + a2b2 +... + anbn 

, причем равенство достигается в том и только том случае, если числа ai и bi во всех парах (ai,bi) имеют один и тот же знак и для всех i, i=1,...,n ai=kbi, где k>0.

Частный случай. n=3. Получаем: скалярное произведение двух векторов (a1;a2;a3) и (b1;b2;b3) не превосходит произведения модулей этих векторов.

Задача. Докажите, что при a + b + c = 1 справедливо неравенство

a2 + b2 + c2 >= 1/3.

Решение. По неравенству Коши, 


1 < 3(a2 + b2 +c2), откуда следует требуемое.
Способы доказательства неравенств.

Замечание. Типичное (к сожалению) рассуждение, которое часто проводят при доказательстве неравенств, заключается в следующем: пишется подлежащее доказательству неравенство, и после некоторых преобразований (*) получается верное неравенство, откуда делается вывод о справедливости исходного неравенства ("следовательно, неравенство такое-то доказано"). Такое умозаключение является грубейшей логической ошибкой: полученное верное неравенство совсем не связано с истинностью исходного неравенства - справедливость заключительного неравенства была очевидна и без всяких проведенных преобразований. Правильно проводить рассуждения в обратном порядке: взять какое-нибудь очевидно истинное неравенство и совершить над ним такие преобразования, которые приведут к доказываемому неравенству (надо только следить, чтобы эти преобразования были "законными", то есть чтобы каждое получаемое в процессе пребразований неравенство было следствием предыдущего). При этом в качестве стартового истинного неравенства удобно брать то, которое получилось при преобразованиях (*), и, начав с этого верного неравенства, обратить проведенные преобразования. Если же на каждом этапе рассуждений отмечать, что текущее неравенство равносильно предыдущему, то "обратные" выкладки проводить уже не надо.

При доказательстве неравенств можно (и очень полезно) широко пользоваться известными неравенствами о среднем арифметическом и среднем геометрическом и Коши.
Примеры. Докажите неравенство:

1. (a3 + b3)/2 

 ((a + b)/2)3, a>0, b>0.

Решение. Заменяем данное неравенство на равносильное:

(a3 + b3)/2 - ((a + b)/2)3 

0. Раскроем скобки и сделаем перегруппировку:

4a3 + 4b3 - a3 - b3 - 3a2b - 3ab2 

 0, a3 + b3 - a2b - ab2 

 0,

(a + b)(a2 - ab + b2) - ab(a + b) 

 0, (a + b)(a2 - 2ab + b2) 

0,

(a + b)(a - b)2 

0 (*) - истинное неравенство при a>0, b>0, поэтому исходное неравенство, равносильное (*), доказано.

2. a5 + b5 

 a4b + ab4, a,b

0.

Решение. Перенесем правую часть в левую и сделаем оценку:

a5 + b5 - a4b - ab4 = a4(a - b) - b4(a - b) = (a4 - b4)(a - b) =

= (a2 + b2)(a + b)(a - b)2 

 0, что равносильно исходному неравенству и

доказывает его.

3. a4 + b4 + c4 >= abc(a + b + c), a, b, c

0.

Решение. Наличие суммы трех степеней с одинаковыми показателями наводит на мысль использовать неравенство о среднем арифметическом и среднем геометрическом; здесь эффективным приемом является разбиение левой части на три суммы по два слагаемых:

л.ч. = a4 + b4 + c4 = (a4 + b4)/2 + (b4 + c4)/2 + (c4 + a4)/2 

 (теорема 12)



  a2b2 + b2c2 + c2a2 

 (применим к трем полученным выражениям тот же прием, что выше, и теорему 12) =

= (a2b2 + b2c2)/2 + (b2c2 + c2a2)/2 + (c2a2 + a2)/2 >= ab2c + abc2 + a2bc =

= abc(a + b + c).

4. 2x3 > x + 1 при x>1.

Решение. x=1 - корень многочлена 2x3 - x - 1, поэтому 2x3 - x - 1 =

= (x - 1)(2x2 + 2x + 1) > 0, так как 2x2 + 2x + 1 > 0 при всех x

R (квадратный

трехчлен с отрицательным дискриминантом и положительным старшим коэффициентом).

5. Если a1 + a2 + ... + an = c = const, то a1a2...an 

 cn/nn.

Решение. 

 

 (теорема 12) 

 (a1 + a2 + ... + an)/n = c/n.

6. При ai>0 (i=1,...,n) x = (a1 + ... + an)(1/a1 + ... + 1/an) 

 n2.

Решение. Дважды применяем неравенство о среднем арифметическом и среднем

геометрическом n чисел: (a1 + ... + an)/n 

 

 (*),

(1/a1 + ... + 1/an) 

 

  (**); перемножим (*) и (**) -

x/n2 

 1, x 

 n2.

7. x = (a + b + c)(a2 + b2 + c2) 

 9abc, a

0, b

0, c

0.

Решение. Применим два раза неравенство о среднем арифметическом и среднем

геометрическом для трех чисел: (a + b + c)/3 

 

 (*),

(a2 + b2 + c2)/3 

 

 (**); перемножим (*) и (**):

x/9 

 

 = abc -> x 

 9abc.

8. (a + b)/(1 + a + b) < a/(1 + a) + b/(1 + b), a>0, b>0.

Решение. Воспользуемся методом оценок, усиливая неравенство (метод основан на известном свойстве транзитивности неравенств: если a<b и b<c, то a<c):

(a + b)/(1 + a + b) = a/(1 + a + b) + b(1 + a + b) < a/(1 + a) + b/(1 + b)

(уменьшая знаменатель дроби с положительными числителем и знаменателем, мы увеличиваем дробь; в данном случае в знаменателях получившихся слагаемых отбрасываем соответственно b>0 и a>0).
IV. Числовые последовательности.

Определение 24. Числовой последовательностью называется числовая функция, заданная на множестве натуральных чисел.

Обозначение: (an); ai - члены последовательности (i=1,2,...).

Основные способы задания числовой последовательности:

1) формулой общего члена;

пример: an = n2;

2) рекуррентной формулой;

пример: a1=a2=1, an = an-1 + an-2 при n>2 - последовательность Фибоначчи.

Определение 25. Числовая последовательность (an) называется возрастающей (убывающей), если при любых n,m

N, n<m справедливо неравенство an

am (an

am). Если неравенства строгие, последовательность называется строго возрастающей (соответственно строго убывающей).

Числовая последовательность (an) называется монотонной, если она является возрастающей или убывающей.

Определение 26. Число M

R называется верхней (нижней) границей множества X

R, если для всех x

X x

M (x

M).

Определение 27. Числовая последовательность (an) называется ограниченной сверху (снизу), если для нее существует верхняя (нижняя) граница, то есть при некотором M

R  для всех 
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 справедливо неравенство an

M (an

M).

Если последовательность ограничена сверху и снизу, она называется ограниченной.

Для ограниченной последовательности на числовой прямой существует такой конечный интервал, внутрь которого попадают все точки последовательности, то есть при некотором M

R  |an|<M.

Что такое неограниченная последовательность? Неограниченность последовательности (an) означает, что сколь угодно большое положительное число M мы бы ни взяли, найдется такой член последовательности an, что 
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. У неограниченной последовательности нет хотя бы одной из двух границ, верхней или нижней, и тем самым она не ограничена снизу или сверху (или и снизу, и сверху).

Исследовать последовательность на ограниченность и монотонность:

1. an = n.

Решение. Пусть M - любое число. Для всех n>M выполнено неравенство 

, поэтому последовательность (an) не ограничена. Так как an+1=n+1 > n=an, последовательность (an) монотонно возрастает.

2. an = (-1)nn.

Решение. Докажем, что последовательность an = (-1)nn не ограничена. Предположим, что это не так и, стало быть, при некотором M

R для всех n

N выполнено неравенство |an|<M, то есть 
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; но для любого M

R найдется натуральное число n, большее M - противоречие, и последовательность (an) не ограничена. Члены (an) принимают попеременно положительные и отрицательные значения, поэтому эта последовательность монотонной не является.

3. 

.

Решение. Пусть M - любое число. Для всех n>M2 выполнено неравенство 

 - последовательность (an) не ограничена. Она не монотонна: рассмотрим три последовательных члена n, 

 и n+2 и получим при больших n n>

, но 

<n+2.

4. 

.

Решение. Так как 

, то есть для всех n 
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, и последовательность (an) ограничена. 


 при n>100; отсюда 

, и последовательность (an) является убывающей.
Предел числовой последовательности.

Определение 28. Говорят, что высказывание P(n), зависящее от натуральных чисел, истинно почти для всех n

N, если P(n) ложно не более, чем для конечного подмножества N, то есть P(n) может быть ложным только для конечного множества значений n

N.

Определение 29. Интервал числовой оси длины 2r (радиуса r) с центром в точке  a

R называется r-окрестностью точки a.  r-окрестность точки a - множество тех  x

R, для которых a-r<x<a+r.

Обозначение: O(a;r). O(a;r) = {x

R | a-r<x<a+r}.

Определение 30. Число a

R называется пределом последовательности (an) при n, стремящемся к бесконечности, если для любого положительного числа 

 найдется такое натуральное число M, что при всех n

N, n>M |an-a|<

.

Обозначение: 



 EMBED Equation.2  
(или lim an=a, или 

) (читается: "предел an при n, стремящемся к бесконечности").

Последовательность, имеющая предел, называется также сходящейся. Если последовательность не имеет предела, говорят, что она расходится.

Геометрический смысл предела: число a является пределом последовательности (an), если произвольная 

-окрестность точки a содержит почти все точки данной последовательности (то есть все точки последовательности (an), начиная с некоторого номера).

Условимся обозначать выражения "существует" или "существуют" символом 

 квантора существования, а символом 

 квантора общности (всеобщности) заменять слова "для всех, для произвольного, для любого, для каждого".

Обпределение предела можно записать следующим образом (на некотором языке, жаргонное наименование которого - "язык 

"): a = lim an 

 

>0 

M

N 

n

N, n>M: |an - a|<

.

Впредь язык "

" будет использоваться максимально широко.

Примеры.

1. 

. Пусть 

 - произвольное число. Оценим выражение 

 - оно становится меньше наперед выбранного 

, если члены последовательности (an) имеют номера n, где 

. Это значит, что lim an = 1.
2. 

. Пусть 

 - произвольное число. Рассмотрим выражение 

, как только 

. Таким образом, по заранее выбранному 

 удалось найти такое число 

, что все члены нашей последовательности, номера которых превышают M, отличаются (по модулю) от числа 2 меньше чем на 

. Тем самым доказано, что 
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3. Первые два рассмотренных примера позволяют сделать правдоподобное предположение о том, что значение предела последовательности (an), общий член которой представляет собой рациональную дробь относительно n, определяется старшими одночленами числителя и знаменателя. Это предположение оказывается справедливым.

4. Докажем, что последовательность (an), где an=1+(-1)n, является расходящейся. Пусть a<0; возьмем 

 таким, чтобы в  

-окрестность точки a не попадет ни один член (an) - достаточно выбрать 

; следовательно, никакое a<0 не может быть пределом (an); такое же рассуждение показывает, что никакое a>0 не является пределом. Если 0<a<2 и r - наименьшее из чисел a и 2-a, то при 

 опять никакое an не попадает в  

-окрестность точки a. Осталось рассмотреть два значения: a=0 и a=2. Но при 

 вне



-окрестности точки a=0 (a=2) окажется бесконечное множество значений an=2 (an=0). Таким образом, мы установили, что никакое число a

R не является пределом последовательности (an), и она расходится. 

5. Рассмотрим последовательность (an), an = 

, и докажем, что a=1 не является пределом (an) при 

.

Очень важное методологическое замечание. Эффективность языка "

" проявляется, в частности, в том, что он позволяет автоматически формулировать утверждение, являющееся отрицанием другого утверждения, записанного на этом языке. При этом нужно следовать следующим простым правилам: каждое вхождение некоторого квантора заменить на двойственный квантор (

 на 

 и 

 на 

) и поменять на противоположные знаки неравенств, в которые входят n и число 

(< на 

 и т.д.). Так, число a является пределом последовательности (an) в том и только том случае, если 

>0 

M

N 

n

N, n>M: |an - a|<

.

Используя только что высказанное замечание, мы сразу можем записать формулой на языке "

" тот факт, что число a не является пределом (an), именно: a 

 lim an 

 

>0 

M

N 

n

N, n>M: |an - a|



 EMBED Equation.2  
. Это значит: чтобы доказать, что число a не есть предел (an), достаточно указать какое-нибудь (одно!) значение 

 и проверить, что каким бы ни было число M, найдется (хотя бы один) член последовательности с номером n, превышающим M, для которого истинно неравенство |an - a|



 EMBED Equation.2  
.

Вернемся теперь к нашей последовательности. Оценим разность 




. Если взять 

, то выражение (1) становится не меньше 

 при всех n>3; но для любого числа M найдется такое натуральное n>3, что n>M; следовательно, при любом M

R можно указать такое n

N, что неравенство (1) истинно - это доказывает наше утверждение о том, что 1 не является пределом (an).

Необходимый признак сходимости числовой последовательности.

Теорема 14. Сходящаяся последовательность ограничена.

Доказательство. Так как, согласно определению предела, если a = lim an, то в 1-окрестность точки a попадают почти все члены последовательности (an), а вне этой окрестности остается (если остается) только конечное множество членов, среди которых обязательно есть наименьший и наибольший, найдется конечный интервал числовой прямой, содержащий все члены аn - это и означает ограниченность (an).

Задачи.

1. Докажите, что последовательность (an), где 

  расходится.

Решение. Для каждого A

R и M

N укажем такое n

N, n>M, что 

. Отсюда никакое A

R не может быть границей для последовательности (an) и, стало быть, (an) неограничена, значит, расходится (теорема 14). Достаточно взять n > max{M, A2}.

2. Найдите lim an, где an = 

, p>0.

Решение. Докажем, что предел (an) существует и равен 1. Пусть 

 взято произвольно.

1) p>1. Вспомним неравенство Бернулли для t>0, k

N: (1+t)n > 1+tn; так как у нас p>1, можно написать (имеем 

 > 1) 

 = 1 + t, t>0, тогда, по неравенству Бернулли, p>1 + (

 - 1)n, 

 -1 < (p - 1)/n < 

. При n>(p-1)/ 

 выполняется неравенство |an-1|<

. Поскольку 

 выбрано заранее, это доказывает утверждение lim 

 = 1 при p>1.

2) 0<p<1. Этот случай будет рассмотрен немного позднее, после формулировки теорем о сходящихся последовательностях.
Бесконечно малые числовые последовательности. Теоремы о бесконечно малых числовых последовательностях.

Определение 31. Числовая последовательность (an) называется бесконечно малой, если lim an = 0.

На языке 

 характеристическое свойство бесконечно малой последовательности звучит так: последовательность (an) бесконечно мала 


Примеры.

1. an = 1/n. Выбрав произвольно 

, решим неравенство 1/n<

: n>1/

;это означает, что lim an = 0, то есть последовательность (an) бесконечно мала.

2. an = 

. Неравенство 

 выполнено при n>1/

.

3. 

. Имеем 

 при n>2/

.

Теоремы о бесконечно малых числовых последовательностях
Теорема 15. Сумма двух бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

Доказательство. Пусть lim an = lim bn = 0, то есть 
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 - это неравенство выполнено при всех n>N(

), где 

. Таким образом, в 2

-окрестность числа 0 попадают все члены последовательности (cn), где cn = an + bn, номера которых превосходят 

, и последовательность (cn) бесконечно мала.

Следствие. Сумма конечного числа бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

Теорема 16. Произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную последовательность есть бесконечно малая последовательность.

Доказательство. Пусть lim an=0, то есть 
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. Рассмотрим последовательность (cn), где 

. При выбранном 

 получим для всех 
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. В силу произвольности выбора числа 

, последнее неравенство доказывает требуемое.
Теорема 17. Произведение двух бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

Доказательство. Так как lim an = lim bn = 0 и сходящаяся последовательность (bn) ограничена (теорема 14), достаточно сослаться на предыдущую теорему.

Следствие. Произведение конечного числа бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

Теоремы 15 - 17 оправдывают выделение последовательностей, сходящихся к 0, в отдельный класс - класс бесконечно малых последовательностей (БМП).

Задача 1. Доказате, что последовательность (an), где 

, является бесконечно малой.

Решение. Заметим, что разность квадратов радикалов в формуле для an равна 1, и преобразуем формулу, умножив и разделив заданное выражение на 

: 
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Задача 2. Доказате, что последовательность (an), где 

, является бесконечно малой.

Решение. Рассмотрим последовательность (bn), 

, и докажем, что

lim bn=0: 
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. Теперь вспомним, что sin x - ограниченная функция, следовательно, последовательность 

 ограничена. Результат следует из теоремы 16.
Необходимое и достаточное условие существования предела числовой последовательности.

Теорема 18. Для того, чтобы число a

R было пределом последовательности (an), необходимо и достаточно, чтобы последовательность (bn), где bn=an-a, была бесконечно малой.

Доказательство. Очевидно. 

, и (bn) есть БМП.

Итак, если lim an = a, то an = a + bn , где (bn) - БМП, и обратно, если последовательность (an) допускает представление в виде an = a + bn с бесконечно малой последовательностью (bn), то она имеет пределом число a.

Теоремы о пределах числовых последовательностей.

Теорема 19. Предел постоянной последовательности an = a = const равен a.

Доказательство. 
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Теорема 20. Если последовательности (an) и (bn) сходятся, причем lim an = a,

lim bn = b, то сходится последовательность (cn), где cn = an + bn и

lim cn = lim an + lim bn (предел суммы двух последовательностей равен сумме их пределов, если последние существуют).

Доказательство. Используем теорему 18: 

, где 

 и 

- бесконечно малые последовательности. 

, причем последовательность 

 - бесконечно малая (теорема 15). Согласно критерию теоремы 18, lim cn = a + b = lim an + lim bn, ч.т.д.

Теорема 21. Если последовательности (an) и (bn) сходятся, причем lim an = a,

lim bn = b, то сходится последовательность (cn), где cn = an

bn и

lim cn = lim an 

 lim bn (предел произведения двух последовательностей равен произведению их пределов, если последние существуют).

Доказательство. Так как последовательности (an) и (bn) сходятся, они ограничены: существуют такие A и B, что 
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. Кроме этого, 

, где 

 и 

- бесконечно малые последовательности. 

, причем последовательность 

, 

, - бесконечно малая (теоремы 16, 17, 15). Согласно критерию теоремы 18, lim cn = a

b = lim an 

 lim bn, ч.т.д.
Теорема 22. Если последовательность (an) сходится, причем lim an = a, то  для любого числа c сходится последовательность (bn), где bn = c

an и lim bn = c lim an (постоянную величину можно выносить за знак предела).

Доказательство. По теореме 19 последовательность cn = c сходится и lim c = c. По теореме 21 сходится последовательность (can) и lim (can) = clim an = ca.

Теорема 23. Если последовательности (an) и (bn) сходятся, причем lim an = a,

lim bn = b и b

0, то сходится последовательность (cn), где cn = an/bn и

lim cn = lim an / lim bn (предел частного двух последовательностей равен частному от деления предела числителя на предел знаменателя, если последние пределы существуют, причем предел знаменателя не равен нулю).

Доказательство. Так как последовательности (an) и (bn) сходятся, по теореме 18 

, где 

 и 

- бесконечно малые последовательности. Далее, 

- бесконечно малая последовательность (теорема 16), поэтому можно написать 
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 (1) (неравенство (1) выполняется для достаточно больших n). 

; оценим теперь 
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 - бесконечно малая последовательность как произведение бесконечно малой последовательности 

 (теоремы 16 и 15) на ограниченную (поскольку 

) величину 

 (теорема 16). Согласно критерию теоремы 18, lim cn = a/b = lim an / lim bn, ч.т.д.
Примеры на вычисление пределов.

1. Прежде всего необходимо иметь (и в дальнейшем постоянно пополнять) запас бесконечно малых последовательностей. Следующие последовательности есть БМП:

1/n;  1/n2;  1/nk, где k

N;  1/

;  1/

, где k

N.

Докажем что (an), an = 1/nk - БМП (k

N):



 при 

.

Докажем что (an), an = 1/

 - БМП (k

N):



 при 

.

2. an = 

; an = 

, где 

 - БМП (теоремы о БМП), поэтому lim an = -2 (теоремы 15, 16, 18, 20, 21, 23).

3. an = 

; an = 

 (теоремы 15, 16, 18, 20, 23).

4. Предыдущие два примера дают основание для построения общей схемы вычисления предела последовательности, общий член которой является рациональной дробью от n. Эта схема такова: нужно разделить числитель и знаменатель соответствующей дроби на наибольшую из степеней n, входящих в состав дроби; при этом те одночлены, степени которых равны n, после деления станут константами, а одночлены с меньшими степенями после деления окажутся членами БМП; используя теоремы о БМП и о пределах последовательностей, вычислим почленно пределы всех слагаемых числителя и знаменателя и получим ответ.

5. an = 

; an = 

.

=

6. an = 

; an = 

 (1). Здесь мы встречаемся с таким явлением: предел числителя равен 1 а предел знаменателя равен 0, то есть наша последовательность - обратная к бесконечно малой. Такая последовательность называется бесконечно большой, и ее предел при n

 условно принимается равным символу 

 (+

, так как дробь (1) положительна).



.

7. an = 

; an = 

.

8. an = 

. В таких случаях полезно умножить и разделить an на “сопряженное” выражение 

: an = 

.

9. an = 

. Используя то обстоятельство, что функция f(x)=sin x ограничена, умножим и разделим an на n: 

.
Теорема Вейерштрасса.

Теорема 24 (Вейерштрасс). Монотонная ограниченная последовательность имеет предел.

Комментарий. Имеет предел последовательность, если она: 

а) убывает (соответственно возрастает) и
б) ограничена снизу (соответственно сверху).

Теорема Вейерштрасса является одним из наиболее эффективных инструментов, применяемых при вычислении пределов. При этом полезно помнить, что монотонность достаточно установить не для всей последовательности, а только для ее “остатка”, то есть монотонность нужна начиная с некоторого члена, как бы велик ни был его номер.
Примеры.

1. an = 

. Последовательность (an) ограничена снизу (an > 0). Докажем, что она при больших n монотонно убывает: 

 Полученное соотношение доказывает монотонность (an) - (an) убывает. По теореме Вейерштрасса, (an) имеет предел. Найдем его с помощью одного стандартного приема, именно: если lim an = a, то lim an+1 = a ; уже установив существование предела (пусть он равен a), напишем 

, откуда получим соотношение (эта процедура называется почленным переходом к пределу) 

= 0. Таким образом, 

.

2. an = 

 Задача решается полностью аналогично предыдущей.



, a>0. Этот предел полезно запомнить.

3. Очень важная

Теорема 25. lim qn = 0,  если 

.

Доказательство. Имеем 

 и из неравенства 

 (неравенство Бернулли!) 

 следует другое неравенство: 

 (оно выполнено при 

 и любом 

); последнее неравенство означает, что (qn) - бесконечно малая последовательность при 

, ч.т.д.

4. an = 

. (an) ограничена; докажем, что эта последовательность монотонна (достаточно установить, что при больших значениях n отношение an+1 к an будет меньше 1): 

 при всех n, так как 1/n < 2. По теореме 24, существует a=lim an. 

; перейдем здесь к пределу: 

 (использовали результат теоремы 25).



. Этот предел также полезно запомнить.

Определение 32. Геометрическая прогрессия с первым членом b1 и знаменателем называется бесконечно убывающей (бесконечной), если 

.

Свойства бесконечной геометрической прогрессии.

1. Если bn - общий (n-й) член бесконечной геометрической прогрессии, то

limbn = 0.

Доказательство. bn = b1qn-1 и, в силу теоремы 25 (

), lim bn = lim (b1qn-1) =

= b1

lim qn-1 = b1

0 = 0.

2. Для бесконечной геометрической прогрессии можно естественным образом ввести понятие суммы:



 (*) - известная формула для суммы первых n членов геометрической прогрессии с первым членом b1 и знаменателем q. Воспользуемся тем, что у нас 

, и подробнее распишем (*); получим 

 (**) - второе слагаемое в скобке - БМП (произведение БМП qn на постоянную 1/(1-q)), поэтому выражение (**) имеет предел, равный 

. Этот предел называется суммой бесконечной геометрической прогрессии: S = 

 - сумма бесконечной геометрической прогрессии с первым членом b1 и знаменателем q, 

.

Задачи
1. В319(1). Вычислим 

.

Решение. Предложено вычислить сумму бесконечной геометрической прогрессии с первым членом 1 (= 

) и знаменателем 

 (

).

S = 

.

Ответ. 2/3.

2. В321. Найдите знаменатель бесконечной геометрической прогрессии, если ее сумма равна 6, а первый член равен 8.

Решение. Напишем формулу для суммы данной прогрессии и решим получившееся уравнение относительно q:

S = 

.

3. Докажите, что данная последовательность есть бесконечная геометрическая прогрессия, и найти ее сумму: 


Решение. Последовательность тогда является геометрической прогрессией, когда отношение ее члена с номером n+1 к члену с номером n не зависит от n и равно постоянной величине (и эта постоянная величина есть знаменатель прогрессии). У нас это отношение равно 

 и по модулю меньше 1, следовательно, прогрессия бесконечно убывающая. Первый ее член, по условию, равен 

. Ищем сумму: S = 

.

4. Докажите, что последовательность, сумма n первых членов которой вычисляется по формуле Sn = 

, есть геометрическая прогрессия (bn), и найти ее пятый член.

Решение. Если Sn = 

, то Sn-1 = 

, поэтому bn = Sn - Sn-1, так что bn = 

 ; далее, bn-1 = 

. Так как 

 - отношение двух соседних членов последовательности постоянно и равно 4 - последовательность (bn) является геометрической прогрессией со знаменателем q=4; при этом bn = 

 (в частности,

b1 = 

 - первый член). b5 = 

.

5. Докажите, что последовательность (an), где an = 

, имеет предел, и найти этот предел.

Решение. an < an+1 - последовательность монотонно возрастает. Докажем, что она ограничена: заменив знаменатель дроби 

 на 

, мы уменьшим знаменатель и тем самым увеличим дробь; получим an = 

 (сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 1/2) < 2 + 1 = 3. Таким образом, (an) удовлетворяет условиям теоремы Вейерштрасса и потому имеет предел. Этот предел обозначается буквой e и имеет большое значение в математическом анализе:



.

Можно доказать, что



.

Эти формулы обязательно следует запомнить.
V. Функции
Определение 32. Пусть заданы два числовых множества X и Y. Если каждому числу 

 поставлено в соответствие (одно-единственное) действительное число 

, то говорят, что  на множестве X задана функция f со значениями в множестве Y. 

Множество X называется областью определения функции f, Y - множеством (областью) значений функции f.

Обозначение: y = f(x) (f: 

 или 

). X = D(f).

Говорят еще, что y = f(x) является образом 

 при отображении f, а x является прообразом f(x) =

 при этом отображении

Множество значений функции f обозначается f(X). f(X) = {



 EMBED Equation.2  
}.

f называется законом соответствия (между областью определения X и множеством значений Y) - правило, сопоставляющее каждому 

 единственное 

.

Важнейшая характеристика функции: каждое значение 

 имеет один и только один образ в f(X) (при этом 

 может иметь сколько угодно прообразов в X).

Две функции называются равными (совпадающими), если совпадают их области определения и законы соответствия.

Определение 33. Пусть на множестве X определена функция f со значениями в Y, f(X)

Y- множество ее значений, и на множестве Y задана функция g со значениями в множестве Z. Пара соответствий 

 определяет новое соответствие 

 (x

X). Говорят, что на X задана сложная функция (или композиция) функций f и g со значениями в Z.

Обозначение: z = g(f(x));  g(f(x)) или g

f - композиция функций f и g;

(g

f)(x) = g(f(x)).

Предостережение: g

f

 f

g !

Примеры.

1. y = a = const, a

X, - функция, постоянная на множестве X.

2. Найдите область определения функции f(x) = 

.

Решение. В область определения входят те и только те значения x, для которых строго положителен знаменатель первого слагаемого и неотрицательно второе слагаемое:



.

Ответ можно записать в виде 

 или x

.

3. Найдите множество значений функции y = 

.

Решение. y

0, так представляет собой арифметическое значение квадратного корня. Значение y=0 достигается при значениях x1=-1, x2=2, являющихся корнями квадратного трехчлена f(x) = 2 + x - x2. Так как старший коэффициент трехчлена отрицателен, наибольшее значение f(x) принимает при x, задающем абсциссу вершины параболы, то есть x = 1/2; f(1/2) = 

.

Ответ. 

.

4. f(x) = 1 + 

, g(x) = 

. Найдите  композиции f

g и g

f.

Решение. (f

g)(x) = f(g(x)) = 1 + 

. Функция f задается как “1 плюс квадратный корень из аргумента”; у нас аргументом является g(x), то есть 1 + 

. Аналогично, (g

f)(x) = g(f(x)) = 1 + 

.

5. Найдите функцию f(x), если 

 (x>0).

Решение. Пусть y = 

. Тогда x = 

, и, учитывая знак z>0 (x>0 - по условию), получим f(y) = 

; заменяем опять y на x: 

Ответ. 

.

6. В144. Найдите f(5), f(a+1), если f(x) = x + 

.

Решение. f(5) = 5 + 

 = 5 + 5 = 10;

f(a+1) = (a + 1) + 

.

7. y = [x] - целая часть x - наибольшее целое число, не превосходящее x..

8. y = {x} = x - [x] - дробная часть x.

9. Функция Дирихле:

D(x) = 

.

Определение 34. Функция y=f(x) называется четной (соответственно нечетной), если 

 и f(-x) = f(x) (соответственно f(-x) = -f(x)).

В этом определении важно увидеть, что область определения четной (нечетной) функции y=f(x) симметрична относительна нуля, то есть наряду с x = x0 в D(f) входит x = -x0.

Функция, не являющаяся ни четной, ни нечетной, называется функцией общего вида.

Примеры.

1. y = f(x) = x2 + 2 - четная функция, так как D(f) = R и f(-x) = (-x)2+ 2 = x2 + 2 = f(x).

2. y = f(x) = x + sinx - нечетная функция на отрезке 

, поскольку

f(-x) = (-x) + sin(-x) = (-x) - sinx = -(x + sinx) = -f(x) при всех 

.

3. y = f(x) = 

 есть функция общего вида: f(-1) =

f(1).

Мораль: чтобы доказать, что данная функция - общего вида, достаточно предъявить одну пару симметричных относительно нуля точек числовой прямой (конечно, принадлежащих области определения этой функции), в которых значения функции не совпадают.

4. Докажите что всякую функцию f(x), определенную на симметричном интервале (-a;a), можно представить в виде суммы четной и нечетной функций.

Доказательство. Введем две функции 

 и 

. Они построены так, что f(x)=f1(x)+f2(x) и 

, 

, то есть f1(x) - четная,  f2(x) - нечетная функция. Утверждение доказано.

Определение 35. Функция y=f(x) называется возрастающей (соответственно убывающей) на множестве 

, если 

 (соответственно 

).

Если при этом f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)) (строгие неравенства), функция называется строго возрастающей (соответственно строго убывающей) на множестве 

.

Возрастающая или убывающая функция называется монотонной.

Множество E, на котором функция f(x) монотонна, называется промежутком монотонности.

Одной из задач исследования поведения функции является отыскание ее промежутков монотонности.

Примеры.

1. Если функция f(x) возрастает (убывает) на множестве E и сохраняет на этом множестве знак, то функция g(x) = 

 убывает (возрастает) на множестве E

D(g).

Доказательство. Если,например,  f(x) возрастает на E, то при x1 < x2  f(x1) < f(x2) и g(x1) - g(x2)= 

> 0, g(x2) < g(x1), и E является промежутком убывания g(x).

2. f(x) = 

. Область определения: D(f) = 

. Рассмотрим квадратный трехчлен g(x) = 2 - x - x2. По известным свойствам, g(x) возрастает на интервале (-

,-1/2) от -

 до g(-1/2)=9/4   и убывает на интервале (-1/2,+

) от 9/4 до +

. Воспользуемся только что доказанной в п. 1 теоремой; для этого отметим что промежутками знакопостоянства функции g(x) являются интервалы (-

,-2), (-1,1), (1,+

); получим следующий результат:

f(x) убывает от 0 до -

 на (-

,-2), убывает от +

 до 4/9 на (-2,-1/2), возрастает от 4/9 до +

 на (-1/2,1) и возрастает от -

 до 0 на (1, -

).

3. f(x) = cosx. Функция определена при всех x

R. Изучим промежутки монотонности (полезно представить себе тригонометрический круг) на интервале длины периода = 

, например, на интервале 

. f(x)=cosx возрастает на 

 (от -1 до +1) и убывает на 

 (от +1 до -1). А теперь, используя периодичность, распространим полученный результат на всю прямую:

f(x) = cosx возрастает на интервалах 

,  и убывает на интервалах 

.

4. Функция Дирихле (см. определение выше) определена на всей числовой прямой и не имеет ни одного промежутка монотонности.
Определение 36. Пусть f: 

, X=D(f) - числовая функция. Функция y = f(x) называется обратимой, если 

, то есть любая точка 

 (любое число 

) имеет один и только один прообраз в X при отображении f. Каждому значению 

 обратимой функции f можно однозначно поставить в соответствие то значение 

, для которого y0 = f(x0). Тем самым на множестве f(X) определена некоторая функция g: 

 с областью определения f(X) и множеством значений X. Эта функция x=g(y), 

, называется обратной к y=f(x).
Обозначение: g = f--1.

Таким образом, имеем: если y = f(x), то x = f--1(y), где y = f(x), или x = f--1(f(x)) 

.

Особо отметим следующее: область определения функции g(y) = f--1(y), обратной к f(x), совпадает с множеством значений f(x), D(g) = D(f-1) = f(D(f)), а множество значений x=f-1(y)=g(y)  совпадает с областью определения функции f,

g(D(g)) = f-1(D(f-1)) = D(f).

Теорема 26. Строго монотонная функция имеет обратную.

Примеры. Найти функцию, обратную заданной.

1. y = 2x + 3, x

R.

Решение. Данная функция является возрастающей на всей числовой прямой, поэтому (теорема 26) она имеет обратную. Для отыскания обратной функции разрешим формулу задания функции относительно y: 

. Получили обратную функцию: 

, y

R.

2. y = x2 при 

.

Решение. При изменении x от 

 до 0 y монотонно убывает от 

 до 0. По теореме 26 функция y=x2 имеет обратную на промежутке 

. Так как 

 (x<0 !), получим

Ответ. 

.

3. y = x2 при 

.

Решение. При изменении x от 0 до 

 y монотонно возрастает от 0 до 

. По теореме 26 функция y=x2 имеет обратную на промежутке 

. Так как 

, получим

Ответ. 

.
4. y = 

.

Решение. Преобразуем формулу, задающую функцию, следующим образом: 

 (*). Отсюда видно, что при 

 y монотонно убывает от -1 до 

, а при 

 - убывает от 

 до -1. На основании теоремы 26, наша функция имеет обратную. Решим (*) относительно x: 

 .

Ответ. x = 

.

5. y = 

.

Решение. При изменении x от -1 до 0 y возрастает от 0 до 1. Данная функция имеет обратную (теорема 26); найдем ее, выражая x через y: 

.

Ответ. x = -

.

6. y = 

.

Решение. При изменении x от 0 до 1 y убывает от 1 до 0. Данная функция имеет обратную (теорема 26); найдем ее, выражая x через y: 

.

Ответ. x = 

.
Графики и их линейные преобразования.

I. График четной функции симметричен относительно оси Oy, график нечетной - относительно начала координат O.

II. График функции y = f(x) + B получается из графика y = f(x) сдвигом вдоль оси Oy на B единиц (при B>0 - вверх, при B<0 - вниз).

III. График функции y = Af(x) получается из графика y = f(x) растяжением вдоль оси Oy с коэффициентом A (при 

<1 - сжатие): все ординаты увеличиваются в 

 раз; если A<0, то растяжение сопровождается зеркальным отражением относительно оси Ox.

При A=-1 получаем зеркальное отражение относительно оси Ox.

IV. График функции y = f(x + b) получается из графика y = f(x) сдвигом вдоль оси Ox на (-b) единиц (при b>0 - влево, при b<0 - вправо).

V. График функции y = f(ax) получается из графика y = f(x) растяжением вдоль оси Ox с коэффициентом a (при 

<1 - сжатие): все абсциссы увеличиваются в 

 раз; если a<0, то растяжение сопровождается зеркальным отражением относительно оси Oy.

При a = -1 получаем зеркальное отражение относительно оси Oy.

VI. График функции y = f(ax + b) (

) получается из графика y = f(x) сдвигом вдоль оси Ox на (-b/a) и растяжением с коэффициентом a вдоль оси Ox.

VII. График функции y = 

 получается из графика y=f(x) следующим образом: участки графика y = f(x), лежащие выше оси Ox, оставляются без изменения, а участки графика y = f(x), лежащие ниже оси Ox, зеркально отражаются относительно оси Ox.

Для правильного построения графика функции y = f(x) необходимо определить:

1) область определения функции;

2) множество значений функции;

3) наибольшее и наименьшее значения;

4) нули функции (точки пересечения графика с осью Ox);

5) промежутки знакопостоянства;

6) промежутки монотонности;

7) является ли функция четной или нечетной.
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