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Квадратный трехчлен - основная функция школьной математики - между прочим, не самая примитивная. Умение использовать предоставляемые им ресурсы для решения задач в большой степени характеризует уровень математического мышления изучающего школьную алгебру. В данной работе  дается обоснование этого тезиса и приведены примеры конкретного применения свойств квадратичной функции. Стимулирующим фактором является то обстоятельство, что при решении какой бы то ни было задачи с параметрами рано или поздно приходится (и удается) задачу переформулировать в терминах квадратного трехчлена и решить ее с привлечением свойств этой универсальной функции.
Исследование квадратного трехчлена

Определение. Квадратным трехчленом относительно переменной x называется выражение вида f(x) = ax2 + bx + c         (1), где a, b, c

R, a

0.

Квадратный трехчлен - обычный многочлен степени 2. Спектр вопросов, формулируемых в терминах квадратного трехчлена, неожиданно оказывается чрезвычайно широким. Поскольку задачи, связанные с исследованием квадратного трехчлена, занимают традиционно почетное и видное место в письменных выпускных школьных и вступительных вузовских экзаменах, очень важно научить школьника (будущего абитуриента) неформальному (то есть творческому) владению разнообразными приемами и методами такого исследования. В данной методической разработке фиксируются основные утверждения о квадратном трехчлене (теорема Виета, расположение корней относительно заданных точек числовой оси, техника обращения с дискриминантом), решаются задачи различных типов и  разных уровней сложности. Главный идеологический вывод заключается в том, что в школьной математике существуют насыщенные глубоким содержанием фрагменты, доступные учащемуся и не требующие привлечения средств математического анализа и иных разделов так называемой “высшей математики”.

Графиком трехчлена (1) является парабола; при a<0 ее ветви направлены вниз, при a>0 - вверх. Расположение параболы относительно оси Ox зависит от значения дискриминанта D = b2 - 4ac: при D>0 имеются две точки пересечения параболы с осью Ox (два различных действительных корня трехчлена); при D=0 - одна точка (двукратный действительный корень); при D<0 действительных корней нет, следовательно, нет и точек пересечения параболы с осью Ox (при этом, если a<0, график лежит целиком лежит ниже, если a>0 - выше оси Ox). Стандартным приемом является следующее представление трехчлена (с помощью выделения полного квадрата):

f(x) = ax2 + bx + c = 

 = 

. Это представление позволяет легко строить график посредством линейных преобразований графика функции y=x2; координаты вершины параболы: 

.

Это же преобразование позволяет сразу решить простейшую задачу на экстремум: найти наибольшее (при a<0) или наименьшее (при a>0) значение функции (1); экстремальное значение достигается в точке 

 и равно 

.

Одно из основных суждений о квадратном трехчлене –
Теорема 1 (Виета). Если x1, x2 - корни трехчлена (1), то



 (формулы Виета).

С помощью теоремы Виета можно решать многие задачи, в частности, те, в которых требуется сформулировать условия, определяющие знаки корней. Две следующие теоремы являются непосредственными следствиями теоремы Виета.

Теорема 2. Для того, чтобы корни квадратного трехчлена (1) были действительны и имели одинаковые знаки, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

D = b2 - 4ac 

 0, x1x2 = 

 > 0,

при этом оба корня положительны при x1 + x2 = 

 > 0,

и оба корня отрицательны при x1 + x2 = 

 < 0.

.

Теорема 3. Для того, чтобы корни квадратного трехчлена (1) были действительны и имели различные знаки, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

D=b2 - 4ac > 0, x1x2 = 

 < 0,

при этом положительный корень имеет больший модуль  при x1 + x2 = 

 > 0,

и отрицательный корень имеет больший модуль при x1 + x2 = 

 < 0.

Доказываемые ниже теоремы и следствия эффективно могут (и значит, должны) применяться при решении задач с параметрами.
Теорема 4. Для того, чтобы оба корня квадратного трехчлена (1) были меньше, чем число M, то есть на числовой прямой корни лежат левее точки M, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:
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, или, объединяя условия, 


(рис. 1,а и 1,б).
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Рис. 1

Доказательство.

Необходимость. Если трехчлен (1) имеет действительные корни x1 и x2 (может быть, совпадающие), x1 

 x2  и x1 < M, x2 < M , то 

, (x1 - M) (x2 - M) > 0, x1 + x2 < 2M; иначе x1x2 - (x1 + x2)M + M2 > 0, M > (x1 + x2)/2. По формулам Виета 

, поэтому 

, или 

, ч.т.д.

Достаточность. Пусть 

. Рассуждаем от противного. Предположим, что 

, 

, тогда 

 - противоречие с условием. Если же 

, то (x1 - M)(x2 - M)

0,  x1x2 - (x1 + x2)M + M2 

 0, откуда  

, af(M) 

0 - вновь противоречие с условием; остается только возможность x1 < M, x2 < M, что и требуется доказать. Теорема доказана.
Теорема 5. Для того, чтобы один из корней квадратного трехчлена (1) был меньше, чем число M, а другой больше, чем число M, то есть точка M лежала бы в интервале между корнями, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:
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(рис. 2,а и 2,б).

[image: image5.png]28

a0

2a

ad

T

<





Рис. 2

Доказательство.

Необходимость. Если трехчлен (1) имеет действительные корни x1 и x2 , x1<x2  и x1<M, x2>M , то (x1 - M)(x2 - M)<0,  x1x2 - (x1 + x2)M + M2 < 0. По формулам Виета 

, поэтому 

, или af(M)<0, ч.т.д.

Достаточность. Пусть af(M)<0. Рассуждаем от противного. Предположим, что 

, 

 или 

, 

, тогда (x1 - M)(x2 - M)

0,

x1x2 - (x1 + x2)M + M2 

 0, откуда  

, af(M)

0 - противоречие с условием; остается только возможность 

, что и требуется доказать. Теорема доказана.
Теорема 6. Для того, чтобы оба корня квадратного трехчлена (1) были больше, чем число M, то есть на числовой прямой корни лежат правее точки M, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:
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, или, объединяя условия, 


(рис. 3,а и 3,б).
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Рис. 3

Доказательство. Необходимость. Если трехчлен (1) имеет действительные корни x1 и x2 (может быть, совпадающие), x1 

 x2  и x1 > M, x2 > M , то 

, (x1-M)(x2-M)>0, x1 + x2 > 2M; иначе x1x2 - (x1 + x2)M + M2 > 0, M < (x1 + x2)/2. По формулам Виета 

, поэтому 

, или 

, ч.т.д.

Достаточность. Пусть 

. Рассуждаем от противного. Предположим, что 

, 

, тогда 

 - противоречие с условием. Если же 

, то (x1 - M)(x2 - M)

0,  x1x2 - (x1 + x2)M + M2 

 0, откуда  

, af(M) 

0 - вновь противоречие с условием; остается только возможность x1 > M, x2 > M, что и требуется доказать. Теорема доказана.
Следствие 1. Для того, чтобы оба корня квадратного трехчлена (1) были больше, чем число M, но меньше, чем число N (M < N), то есть оба корня принадлежали интервалу (M,N), необходимо и достаточно выполнение следующих условий:



, или, объединяя условия, 


(рис. 4,а и 4,б).
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Рис. 4

Следствие 2. Для того, чтобы только больший корень квадратного трехчлена (1) принадлежал интервалу (M,N), где M < N, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:
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меньший корень при этом лежит вне отрезка [M,N]

(рис. 5,а и 5,б).
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Рис. 5

Следствие 3. Для того, чтобы только меньший корень квадратного трехчлена (1) принадлежал интервалу (M,N), где M < N, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:
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;

больший корень при этом лежит вне отрезка [M,N]

(рис. 6,а и 6,б).
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Рис. 6

Следствие 4. Для того, чтобы один из корней квадратного трехчлена (1) был меньше, чем M, а другой больше, чем N (M < N), то есть отрезок [M,N] целиком лежал внутри интервала между корнями, необходимо и достаточно выполнение следующих условий:
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(рис. 7,а и 7,б).
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Рис. 7

Разумеется, аналитическая и геометрическая интерпретации результатов теорем 4-6 и следствий 1-4 эквивалентны, и стратегической целью является выработка навыков точного перевода с одного языка на другой. Особенно важно продемонстрировать, как “визуализация” (“графический взгляд”) помогает безошибочно записать формальные условия, необходимые и достаточные для выполнения требований задачи.

Укажем типичные задачи, решаемые с помощью доказанных теорем (более общо - решаемые на основании свойств квадратного трехчлена).

Задача 1. Найдите все значения a, при которых уравнения x2+ax+1=0 и x2+x+a=0 имеют хотя бы один общий корень.

Решение. Оба уравнения имеют в точности одинаковые корни в том и только том случае, если коэффициенты соответствующих квадратных трехчленов совпадают (многочлен второй степени полностью определяется двумя своими корнями и при этом соответственные коэффициенты этих многочленов равны), отсюда получаем a=1. Однако, если учитывать только действительные корни, то при a=1 таковых нет (дискриминант соответствующего трехчлена отрицателен). При a

1 рассуждаем так: если x0 - корень обоих уравнений f(x)=0 и g(x)=0, то x0 будет корнем уравнения f(x)-g(x)=0 (это только необходимое, но не достаточное условие существования общего корня двух уравнений f(x)=0 и g(x)=0, так как уравнение f(x) - g(x)=0 является их следствием); вычтем из первого уравнения второе, и получим

(x2 + ax + 1) - (x2 + x + a) = 0, x(a-1) - (a-1)=0, откуда, поскольку a

1, x=1. Таким образом, если заданные уравнения имеют общий корень, то он равен 1. Подставим x = 1 в первое уравнение: 1 + a + 1 = 0, и a = -2.

Ответ. a = -2.

Задача 2. При каких a сумма квадратов корней уравнения x2 - ax + a – 1 = 0 будет наименьшей?

Решение. По теореме Виета, x1 + x2 = a, x1x2 = a - 1. Имеем:

x12 + x22 = (x1+x2)2 - 2x1x2 = a2 - 2(a-1) = a2 - 2a + 2 = (a-1)2 + 1 

 1 и =1 при a=1.

Ответ. a = 1.

Задача 3. Существуют ли такие a, что корни многочлена f(x)=x2+2x+a действительны, различны и оба заключены между -1 и 1?

Решение. Для того, чтобы оба корня x1 и x2 трехчлена f(x) были заключены между -1 и 1, необходимо, чтобы между -1 и 1 было заключено среднее арифметическое этих корней: 

; но, по теореме Виета, 

, поэтому

Ответ. Нет.

Задача 4. При каких значениях параметра a оба корня квадратного уравнения x2+(2a+6)x + 4a + 12 = 0 действительны и оба больше -1?

Решение. Теорема 6 дает:



,   

,   

,   

.

Ответ. 

.

Задача 5. При каких значениях параметра a оба корня квадратного уравнения x2+4ax+ (1-2a+4a2) = 0 действительны и оба меньше -1?

Решение. Теорема 4 дает:



,    

,    

,    a>1.

Ответ. a > 1.

Задача 6. При каких значениях параметра a один корень квадратного уравнения f(x) = (a-2)x2 - 2(a+3)x + 4a = 0 больше 3, а другой меньше 2?

Решение. Заметим сразу, что a

2 (иначе уравнение имело бы только один корень). Применим следствие 4 (здесь M=2, N=3):



, 

, 

, 2<a<5.

Ответ. a

(2;5).

Задача 7. При каких a уравнение (a-1)x2-(2a-1)x+a+5 = 0 (2) имеет действительные корни? Исследуйте знаки этих корней.

Решение. Если a = 1, уравнение (2) является линейным: -x + 6 = 0, x = 6 > 0.

Если a

1, то уравнение (2) - квадратное и имеет действительные корни тогда и только тогда, когда D=(2a-1)2-4(a-1)(a+5)

0, 

. Оба корня положительны при 

 (теорема 6), откуда



 и 

;

оба корня отрицательны при 

  (теорема 4) - эта система решений не имеет; корни имеют разные знаки при (a-1)(a+5)<0 (теорема 5), то есть -5<a<1.

Ответ.

При 

 оба корня положительны; при a=-5 один из корней равен 0.

При -5 < a < 1 корни имеют разные знаки.

При a = 1 - единственный положительный корень x=6.

При 

 решений нет.
Задача 8. Найдите все действительные значения a, при которых трехчлен

(a2-1)x2 + 2(a-1)x + 1 положителен при всех действительных x.

Решение. При a2=1 получаем двучлен 2(a-1)x+1; при a=1 условие задачи выполняется, при a=-1 - нет. Если же a2

1, то для выполнения неравенства
(a2-1)x2+2(a-1)x+1>0 при всех x

R необходимо и достаточно



,

откуда находим a>1.

Ответ. a 

 1.
Уравнения
Задача 9. При каких условиях уравнение x2+px+q=0 (3), где x=sint, имеет решения относительно t? Найдите все эти решения.

Решение. 1. Уравнение (3) имеет корень x1=-1, или sint=-1, или t=

, если 1-p+q=0. При этом второй корень равен x2=1-p; значит, если 

, то уравнение sin2t +psint+q=0 (4) имеет еще, кроме указанных, корни 

 (при p=2 обе серии корней совпадают).

2. Уравнение (3) имеет корень x1=1, или sint=1, или t=

, если

1+p+q=0. При этом второй корень равен x2=-1-p; значит, если 

, то уравнение (4) имеет еще, кроме указанных, корни 

 (при p=-2 обе серии корней совпадают).

3. Корни (3) равны между собой при p2-4q=0; тогда x1=x2=-p/2; если к тому же 

, то 

, а при p<-2 и при p>2 корней нет. Если p=2, то q=1, x2+2x+1=0, x=-1, t=

, а если p=-2, то x=1, t=

.

4. Считаем далее 

. Корни x1, x2 уравнения x2+px+q=0 будут действительными, различными и отличными от -1 и 1. Уравнение sin2t +psint+q=0 будет иметь решения только в трех случаях:

I. -1 < x1 < 1 < x2.

II. x1 < -1 < x2 < 1.

III. -1 < x1 < x2 < 1.

Случай I имеет место тогда и только тогда, когда 1-p+q>0, 1+p+q<0 (следствие 3), или p-1 < q < -p-1. Подходит меньший корень x1: 

.

Случай II имеет место тогда и только тогда, когда 1-p+q<0, 1+p+q>0 (следствие 2), или -p-1 < q < p-1. Подходит больший корень x2: 

.

Случай III имеет место тогда и только тогда, когда p2>4q, -2+p<0, 2+p>0, 1-p+q>0, 1+p+q>0 (следствие 1), или -2<p<2, -1-q<p<1+q, p2-4q>0.

При этом 

. 

В остальных случаях уравнение sin2t +psint+q=0 не имеет решений.

Задача 10. При каких a

R уравнение sin4x+cos4x+sin2x+a=0 (5) имеет решения? Найдите эти решения.

Решение. Так как sin4x + cos4x = sin4x + 2sin2xcos2x + cos4x - 2sin2xcos2x =

(sin2x+cos2x)2 - 
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4sin2xcos2x = 1 - 

sin22x, уравнение (5) можно переписать так:
1 - 

sin22x + sin2x + a = 0, sin22x - 2sin2x - 2 - 2a = 0; сделаем замену y=sin2x:

y2 - 2y - 2 - 2a = 0 (6).

Уравнение (6) имеет действительные корни, если D=3+2a

. Пусть y1, y2 - корни (6). Уравнение (5) имеет корни в одном из следующих случаях:

1. Хотя бы один корень равен 1. Тогда 1-2-2-2a=0, a=

; уравнение (6) приобретает вид y2-2y+1=0, и второй корень также равен 1; следовательно, при a=

 sin2x=1, 2x=

.

2. Хотя бы один корень равен -1. Тогда 1+2-2-2a=0, a=

; уравнение (6) приобретает вид y2-2y-3=0, и второй корень равен 3; но корень y=3 не подходит, следовательно, при a=

 sin2x=-1, 2x=

.

Далее считаем 

.

3. -1<y1<y2<1. Следствие 1: 3+2a>0, a>-

, (-1)2-2

(-1)-2-2a>0, 2

(-1)-2<0,

12-2

1-2-2a>0, 2

1-2>0 - противоречивая система (0=2-2>0).

4. y1<-1<y2<1. Следствие 2: (-1)2-2

(-1)-2-2a<0, 12-2

1-2-2a>0 - противоречие.

5. -1<y1<1<y2. Следствие 3: В этом случае 12-2

1-2-2a<0, (-1)2-2

(-1)-2-2a>0 и 

. Корнями (6) являются y1=1-

, y2=1+

, и только 

. Тогда

sin2x=1-

, 2x=

.
Задача 11. Найдите все a, при которых корни уравнения x2+x+a=0 действительны и оба корня больше a.

Решение. Применим теорему 6:



.        Ответ. a < -2.

Задача 12.  Для каждого действительного a решите уравнение



.

Решение. Сделав естественную замену y=

, получим 0<y=
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1 и

y2-4y-a=0 (7). Задача заключается в отыскании корней уравнения (7), лежащих в полуинтервале (0;1]. Абсцисса вершины графика трехчлена f(y)= y2-4y-a равна 2, и если только трехчлен f(y) вообще имеет корни, то больший из них не меньше 2. Таким образом, нужно сформулировать условие, при котором уравнение (7) имеет на полуинтервале (0;1] ровно один корень. y=1 является корнем (7) при a=-3; тогда 

=1, x=2. По следствию 3, в (0;1) имеется ровно один (меньший) корень (7) при f(0)>0, f(1)<0, или -a>0, 1-4-a<0, откуда -3<a<0 и y=2-

 - меньший корень (7). Теперь решаем уравнение



=2-

: 

, 

.

Ответ. x=2 при a=-3; 

 при -3<a<0.

Задача 13. При каких значениях p уравнение 1+psinx=p2-sin2x имеет решение?

Решение. Если y=sinx, то y2+py+1-p2=0 (8) - уравнение, которое должно иметь хотя бы один корень на отрезке [-1;1]. y=-1 является корнем (8) при p=1 и

p=-2; y=1 является корнем (8) при p=-1 и p=2. Пусть теперь оба корня трехчлена f(y)=y2+py+1-p2 отличны от -1 и 1. Тогда наша задача разрешима в двух случаях:
1) корни (8) различны и ровно один из них принадлежит интервалу (-1;1) и 2) оба корня лежат на интервале (-1;1). В случае 1) должно быть f(-1)f(1)<0, или
(1-p+1-p2)(1+p+1-p2)<0 (следствия 2,3),

(p2-p-2)(p2+p-2)<0, откуда (p+1)(p-2)(p-1)(p+2)<0 и -2<p<-1, 1<p<2.

В случае 2) должно быть 

  (следствие 1), откуда 

,



.

Ответ. 

.

Задача 14. При каких действительных значениях m из интервала (-1;1) имеет решение уравнение 4sinx + m2sinx + m2 - 1 = 0?

Решение. y=2sinx, тогда y2+my+m2-1=0 (9) - это уравнение должно иметь действительные корни, причем хотя бы один из этих корней должен лежать на отрезке [1/2;2] (так как 

). По аналогии с решением задачи 13:

y=1/2 является корнем (9) при 4m2+2m-3=0, m=

 и m=

; но значение 

<-1 и должно быть отброшено; y=2 является корнем (9) при 4m2+2m+3=0 - но это уравнение действительных корней не имеет. Пусть теперь оба корня трехчлена f(y)=y2+my+m2-1 отличны от 1/2 и 2. Тогда наша задача разрешима в двух случаях: 1) корни (9) различны и ровно один из них принадлежит интервалу (1/2;2) и 2) оба корня лежат в интервале (1/2;2). В случае 1) должно быть f(1/2)f(2)<0, или

(4m2+2m-3)(m2+2m+3)<0 (следствия 2,3), (4m2+2m-3)<0, откуда 

<m<

, или, с учетом условия -1<m<1, -1<m<

.

В случае 2) должно быть 

  (следствие 1), откуда 

 - эта система несовместима с условием -1<m<1.
Ответ. -1<m
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Задача 15. Для каждого a решите уравнение x2+

+a=0.

Решение. Перепишем уравнение: x2+

=-a. Теперь видно, что целесообразно графическое решение. Оно очевидно: 

.

Ответ. 

 при a<0; x=0 при a=0; нет решений при a>0.
Неравенства

Задача 16. Для каждого действительного a решите неравенство ax2+x+1>0.

Решение. Рассмотрим несколько случаев:

1) a<0, D=1-4a

0 - эта система несовместна;

2) a<0, D=1-4a>0 - решением неравенства будут x, лежащие в интервале между корнями трехчлена f(x)= ax2+x+1, то есть 

;

3) a=0, x+1>0, x>-1;

4) a>0, D=1-4a<0, то есть a>1/4; тогда x

R;

5) a>0, D=1-4a=0, то есть a=1/4; получим x<-2, x>-2;

6) a>0, D=1-4a>0, то есть 0<a<1/4; тогда x<x1, x>x2, где x1,2 - корни ax2+x+1; получим 

.

Ответ. 

 при a<0; x>-1 при a=0; 

 при 0<a<1/4; x<-2, x>-2 при a=1/4; x

R при a>1/4.

Задача 17. Для каждого действительного a решите неравенство

x2 + ax + 1 > 0.

Решение. D=a2-4. Если D<0, 

, то x

R. При D=

 

. При D=

 

.

Ответ. x

R  при 

; 

 при 

; 

 при 

.

Задача 18. Для каждого действительного a решите неравенство

x2 + x + a > 0.

Решение. Если D=1-4a

0, a

1/4, то x<x1, x>x2, где x1,2 - корни трехчлена x2+x+a (x1<x2), то есть 

. Если a>1/4, то D<0 и решение - любое действительное x.

Ответ. 

 при a

1/4; x

R при a>1/4.
Задача 19. При каких действительных значениях a неравенство x2+ax+a2+6a<0 выполняется при всех 1<x<2?

Решение. Графиком квадратного трехчлена f(x)=x2+ax+a2+6a является парабола с направленными вверх ветвями, поэтому все x

(1;2) удовлетворяют неравенству x2+ax+a2+6a<0 в случае, когда интервал (1;2) лежит в интервале между корнями трехчлена, а для этого необходимо и достаточно, чтобы f(1)=1+a+a2+6a

0, f(2)=4+2a+a2+6a

0 (следствие 4; неравенства нестрогие, так как концы интервала (1;2) могут совпадать с корнями f(x)). Решая полученную систему методом интервалов, получаем

Ответ. 

.

Задача 20. Найдите все значения при которых неравенство ax2-4x+3a+1>0 выполнено при всех x>0?

Решение. Если a<0, ветви параболы, являющейся графиком квадратного трехчлена f(x)= ax2-4x+3a+1, направлены вниз и при достаточно больших x этот трехчлен принимает отрицательные значения. Если a=0, наше неравенство приобретает вид -4x+1>0, то есть x<1/4, и условие задачи не выполнено. Вывод: задача может иметь решение только при a>0; тогда возможны две ситуации:

1) D<0; здесь решением нашего неравенства будут все действительные x; в нашей ситуации 

;

2) корни f(x) действительны и оба не превосходят 0 

 (теорема 4); но последняя система несовместна.
Ответ. a>1.

Задача 21. При каких значениях y верно следующее утверждение: “существует хотя бы одно значение x, при котором выполняется неравенство

2 log1/2y2-3+2x log1/2y2-x2>0”?

Решение. Обозначим t=log1/2y2. Неравенство перепишется так: x2-2tx+3-2t<0. Требуется отыскать условия, при которых хотя бы для одного x выполнялось неравенство x2-2tx+3-2t <0; необходимым и достаточным условием этого является положительность дискриминанта трехчлена f(x)= x2-2tx+3-2t; имеем D=t2+2t-3>0, откуда 

, или 

.
Ответ. 

.

Задача 22. При каких значениях y верно следующее утверждение: “при любом  x выполняется неравенство 

>0“?

Решение. Обозначим t=

. Неравенство нашей задачи перепишется так: (3-t)x2+2tx-2t>0. При t=3 имеем 6x-6>0, то есть неравенство выполняется не при всех x, а только при x>1. Если t>3, график трехчлена f(x)=(3-t)x2+2tx-2t  направлен ветвями вниз, и этот трехчлен принимает отрицательные значения на бесконечном множестве значений x. Если t<3, график трехчлена f(x)=(3-t)x2+2tx-2t  направлен ветвями вверх, и необходимым и достаточным условием его положительности при всех x является отрицательность  дискриминанта: 

, откуда t<0; но теперь приходим к

логарифмическому неравенству 

<0, 

.

Ответ. y<-1 и y>1.

Задача 23. При каких действительных a из неравенства x2-(3a+1)x+a>0 следует неравенство x>1?

Решение. Второе неравенство должно быть следствием первого. При неотрицательном дискриминанте трехчлена f(x)=x2-(3a+1)x+a решением первого неравенства будет любое x

R (кроме, быть может, одного значения); если же дискриминант положителен, то при всех x<0, достаточно больших по модулю, значит и при x<1, трехчлен f(x) положителен, и ни в каком случае луч x>1 не может “накрыть” множество решений первого неравенства.

Ответ. Ни при каких.

Задача 24. Существуют ли действительные значения a, при которых неравенство 

 выполняется при всех x

R?

Решение. Обозначим 

. С учетом 

, наша задача сводится к следующей: найти все a, при которых неравенство t2+2(2a+1)t+4a2-3<0  выполняется при всех x из отрезка [1;2]. Такая задача решается применением следствия 4: 

 но эта система несовместна, так как ее второе неравенство 4a2+8a+5<0 не имеет решений.

Ответ. Таких a нет.

Задача 25. Найдите все значения a, при которых из неравенства ax2-x+1-a<0 (10) следует неравенство 0<x<1 (11).

Решение. По условию, ищем такие a, что неравенство (11) является необходимым для выполнения неравенства (10). Если a<0, то решения (10) заполняют бесконечные интервалы числовой оси (при D=1-4a+4a2

0) или вообще всю числовую прямую (при D=1-4a+4a2<0). Если a=0, решением (10) будет интервал x>1 - вновь (11) не является следствием (10). Поэтому необходимо a>0. В этом случае, если D=1-4a+4a2=(2a-1)2

0, значит 2a=1, a=1/2, то неравенство (10) решений не имеет; если D>0, то для удовлетворения требованиям задачи необходимо, чтобы интервал между корнями трехчлена f(x)=ax2-x+1-a лежал на отрезке [0;1]; соответствующее условие сформулировано в следствии 1: 

.

Ответ. 

.

Задача 26. Найдите все a

R, при которых из неравенства x2-a(1+a2)x+a4<0 (12) следует неравенство x2-6x+5>0 (13).

Решение. Решением неравенства (13) являются интервалы x<-5 и x>-1. Для того, чтобы неравенство (13) было следствием (12), необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

1) дискриминант трехчлена f(x)=x2-a(1+a2)x+a4 положителен (старший коэффициент положителен!) и больший корень лежал не правее -5, или

2) дискриминант трехчлена f(x)=x2-a(1+a2)x+a4 положителен (старший коэффициент положителен!) и меньший корень лежал не левее -1.

Дискриминант f(x)=x2-a(1+a2)x+a4 равен D=a2(1+a2)2-4a4=a2(a2-1)2.

Указанные условия определяются теоремами 1 и 3:



.

Ответ. a

(-

;-2)

(-1;0)

(0;1)

(1;+

).
С дискриминантом и без него...
Задача 27. Если для некоторых чисел s и t произведение f(s)f(t) отрицательно, то квадратный трехчлен f(x) = ax2 + bx + c имеет два различных действительных корня.

Решение. Так как f(x) принимает разные по знаку значения в точках s и t, парабола y=f(x) пересекает ось Ox в двух различных точках, а это и означает, что f(x) имеет два различных действительных корня.

Задача 28. Если для некоторого числа s произведение af(s) отрицательно, то квадратный трехчлен f(x) = ax2 + bx + c имеет два различных действительных корня.

Решение. Дано: af(s)<0. Если a>0, то f(s)<0, то есть направленная ветвями вверх парабола (a>0!) имеет точки, лежащие ниже оси Ox, и, значит, пересекает эту ось в двух точках. При a<0 - аналогичное рассуждение.

Задача 29. Если a(a+b+c)<0, то квадратный трехчлен f(x) = ax2 + bx + c имеет два различных действительных корня.

Решение. Так как a(a+b+c)<0, имеем af(1)<0, и остается воспользоваться результатом задачи 28.

Задача 30. Если c(a-b+c)<0, то квадратный трехчлен f(x) = ax2 + bx + c имеет два различных действительных корня.

Решение. c(a-b+c)<0; при этом c=f(0), a-b+c=f(-1) и f(0)f(-1)<0 - доказательство завершает ссылка на задачу 27.

Задача 31. a, b, c - действительные числа. Докажите, что уравнение

f(x)=(x-a)(x-b)+(x-b)(x-c)+(x-c)(x-a)=0 имеет действительный корень.

Решение. Пусть a

b

c.  По условию, f(a)=(a-b)(a-c)

0, f(b)=(b-c)(b-a)

0, то есть f(a)f(b)

0. Если a

b, то f(a)f(b)<0 и результат следует из задачи 27; при a=b f(x) имеет корень x=a.

Задача 32. Решите уравнение 5x2 - 2xy + 2y2 - 2x - 2y + 1 = 0

Решение. Рассмотрим данное уравнение как квадратное относительно x (с коэффициентами, зависящими от y): 5x2-2(y+1)x+2y2-2y+1=0,

D/4=(y+1)2-5(2y2-2y+1)=-9y2+12y-4=-(3y-2)2, откуда y=2/3 (иначе D<0 и уравнение неразрешимо), следовательно, x=1/3.

Ответ. (1/3;2/3).

Задача 33. Решите систему уравнений 

.

Решение. Решим первое уравнение как квадратное относительно x: D/4=-(y-3)2 и уравнение имеет действительное решение только при y=3; тогда x=2. Пара (2;3) удовлетворяет второму уравнению (проверяется подстановкой).     Ответ. (2;3).

Задача 34. При каких значениях параметра a существует единственная пара (x;y), удовлетворяющая уравнению ax2 + (3a+2)y2 + 4axy - 2ax + (4-6a)y + 2 = 0?

Решение. При a=0 имеем 2y2+4y+2=0, откуда y=-1; тогда решениями исходного уравнения будут пары (x;-1) при всех x

R, так что a=0 условию не уловлетворяет. При a

0 рассмотрим исходное уравнение как квадратное относительно x: ax2+2a(2y-1)x+(3a+2)y2+(4-6a)y+2=0; D/4=a(a-2)(y+1)2. Если a(a-2)<0, то y=-1, x=6a/2a=3 - единственное решение; если a(a-2)

0, исходное уравнение имеет решение (x) при любом y; следовательно, a(a-2)<0, 0<a<2.

Ответ. 0<a<2.

Задача 35. Докажите неравенство a2 + b2 + c2 

 ab + bc + ca, где a, b, c

R.

Решение. Рассмотрим квадратное неравенство a2-a(b+c)+b2+c2-bc

0 относительно a с коэффициентами, зависящими от b и c; его дискриминант равен -3(b-c)2 неположителен и равен 0 при b=c, откуда следует, что знак равенства в исходном неравенстве достигается только при a=b=c.

Задача 36. При каких значениях a неравенство 

 выполнено при всех x?

Решение. Задачу можно переформулировать так: при каких a каждое из неравенств ax2+x+2<3x2+3 и ax2+x+2>-x2-1 выполняется для всех x? Для первого неравенства (a-3)x2+x-1<0 имеем условие 

, или a<11/4; аналогично, для второго неравенства получим a>-1/3.

Ответ. -1/3<a<11/4.
Наибольшие и наименьшие значения

Задача 37. Действительные числа x, y, a таковы что x + y = a-1, xy = a2 - 7a + 14. При каком значении a сумма x2 + y2 принимает наибольшее значение?

Решение. x2+y2 = (x+y)2-2xy = (a-1)2-2(a2-7a+14) = a2-2a+1-2a2+14a-28 =

= -a2+12a-27 = (-a2+12a-36)+36-27 = 9-(a-6)2, откуда следует, что наибольшее значение x2+y2 равно 9 и достигается при a=6.

Ответ. a=6.

Задача 38. Найдите наименьшее значение функции y=x(x+1)(x+2)(x+3).

Решение. Так как y=(x2+3x)(x2+3x+2) , сделаем замену t=x2+3x. Уравнение t(t+2)=a имеет корни при a

-1, причем при a=-1 t(t+2)=-1; осталось еще проверить, что имеет решения уравнение x2+3x=-1, но это очевидно.

Ответ. -1.

Задача 39. Найдите наибольшее из значений z, для которого существуют числа x, y, удовлетворяющие уравнению 2x2 + 2y2 + z2 + xy + yz + zx = 4.

Решение. Рассмотрим дискриминант данного уравнения (относительно x): D=(y+z)2-16y2-8yz-8z2+32

0 - условие существования корней, или 15y2+6yz+7z2-32

0. Полученное неравенство имеет решения относительно y тогда и только тогда, когда 9z2-105z2+480

0, откуда z2

5, то есть -
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. Если z=

, указанное неравенство имеет единственное решение y0 относительно y (нам не важно, какое именно), но тогда существует такое x0, что (x0;y0;z0) - решение исходного уравнения.

Ответ. 

.

Задача 40. Дано, что x2+2y2+z2=2. Найдите наибольшее значение выражения 2x+y-z.

Решение. Пусть t=2x+y-z. Сделав подстановку z=2x+y-t, придем к задаче, постановка которой полностью совпадает с условием задачи 39.

Ответ. 

.

Задача 41. Для каких значений параметра a наименьшее значение функции

y = x2 - (a + 2)x + a2 на отрезке [-1;1] равно 4?

Решение. Преобразуем трехчлен f(x) = x2-(a+2)x+a2 относительно x, выделив полный квадрат: f(x) = (x-

)2 + 

 - a - 1; рассмотрим теперь три случая:

1) 

<-1, то есть a<-4; наименьшее значение наш трехчлен принимает при x=-1 (так как f(x) - возрастающая функция при x>

), и оно равно 1+a+2+a2=(по условию)=4, a2+a-1=0 - решений при a<-4 нет;

2) -1
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1 - наименьшее значение достигается в абсциссе вершины параболы, ymin=f(

)=

-a-1=4 и a1=-2, a2=10/3; учитывая требование

-1



 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
1, второе решение отбрасываем;

3) 

>1, то есть a>0; наименьшее значение наш трехчлен принимает при x=1 (так как f(x) - убывающая функция при x<

), и оно равно

1-(a+2)+a2=(по условию)=4, a2-a-5=0, a1=

, a2=

; поскольку a>0, первое решение не подходит.

Ответ. -2; 

.

Задача 42. Найдите x, при котором 

(a2-2ax+3x) = 

(-b2+4bx-3x2+1).

Решение. a2-2ax+3x=(a-x)2+3x-x2, поэтому наименьшее значение трехчлена

a2-2ax+3x достигается при a=x и равно 3x-x2; -b2+4bx-3x2+1=-(b-2x)2+x2+1, и максмум трехчлена -b2+4bx-3x2+1 достигается при b=2x и равен x2+1; по условию, 3x-x2=x2+1, 2x2-3x+1, x1=1, x2=1/2.

Ответ. x1=1, x2=1/2.

Задача 43. Найдите наименьшее значение функции y = x - 

.

Решение. Сделаем замену t=



 EMBED Equation.2  
0; получим x=(t2+3)/2, y=

, и наименьшее значение достигается при t=1 и равно 1. Отметим, что результат получен без применения дифференциального исчисления.

Ответ. 1.
Разные задачи

Задача 44. Дано, что два квадратных уравнения x2+px+q=0 и x2+p1x+q1=0 с действительными коэффициентами имеют действительные и различные корни. Пусть x1 и x2 - корни первого уравнения, x3 и x4 - корни второго. Найдите необходимое и достаточное условие того, что один из корней x1, x2 лежит внутри интервала (x3,x4 ), а другой вне этого интервала

Решение. Числа x12+p1x1+q1 и x22+p1x2+q1 должны иметь разные знаки, то есть (x12+p1x1+q1)(x22+p1x2+q1)<0, или

(x1x2)2+p1x1x2(x1+x2)+q1(x12+x22)+p12x1x2+p1q1(x1+x2)+q12<0 и, так как

x1+x2=-p, x1x2=q  (формулы Виета), x12+x22=(x1+x2)2-2x1x2=p2-2q,

(q-q1)2 + q1p2 + qp12 - pp1(q+q1) < 0. 

Ответ. (q-q1)2 + q1p2 + qp12 - pp1(q+q1) < 0.

Задача 45. Найдите область значений функции 

.

Решение. Нахождение области изменения y=f(x) равносильно отысканию всех таких значений параметра a, при которых уравнение f(x)=a имеет хотя бы одно действительное решение. Для заданной функции это требование означает 




.

Ответ. 

.

Задача 46. Решите уравнение 

.

Решение. Считаем x

0 (иначе решений нет). Возведем уравнение в квадрат: 

. При a-x2

0 (иначе решений нет) еще раз возведем в квадрат: x4-2ax2-x+a2-a=0, причем решения этого уравнения должны удовлетворять требованиям x

0, a-x2

0. Последнее уравнение - квадратное относительно a, то есть a2-(2x2+1)a+x4-x=0; D = (2x2+1)2 - 4(x4-x) =

= 4x4+4x2+1-4x4+4x = (2x+1)2; то, что дискриминант оказался полным квадратом, позволяет разложить x4-2ax2-x+a2-a=a2-(2x2+1)a+x4-x на множители: так как 

, a1=x2+x+1, a2=x2-x, получим

x4-2ax2-x+a2-a=(a-x2-x-1)(a-x2+x); уравнение распадается на два: x2+x+1-a=0 и
x2-x-a=0.

Для первого уравнения 

. Так как x+1=a-x2, то из x

0 следует

a-x2>0, поэтому достаточно искать решения x>0. По теореме Виета сумма корней равна -1, и уравнение может иметь только один неотрицательный корень при a-1

0, a

1; этим корнем будет x=

.

Для второго уравнения -x=a-x2, и, так как a-x2

0, x

0, равенство возможно только при a=x=0.

Ответ. При a

1 x=

; при a=0 x=0; нет решений при остальных a.

Задача 47. Для каждого неотрицательного значения параметра a решите неравенство 4a3x4 + 4a2x2 + 32x + a + 8 

 0.

Решение. При a=0 неравенство приобретает вид 32x+8

0 и имеет решение

x

-1/4. При a>0 умножим обе части исходного неравенства на a и получим 4a4x4+4a3x2+32ax+a2+8a

0, 4(ax)4+4a(ax)2+32(ax)+a2+8a

0; сделаем замену y=ax: 4y4+4ay2+32y+a2+8a

0 - квадратное неравенство относительно a, именно a2+(4y2+8)a+4y4+32y

0, D/4=(2y2+4)2-4y4-32y=16(y-1)2;

a1=-2y2-4y, a2=-2y2+4y-8, (a+2y2+4y)(a+2y2-4y+8)

0 - при этом второй множитель с учетом a>0 положителен (дискриминант трехчлена относительно y отрицателен), поэтому 2y2+4y+a

0, откуда при a

2 x - любое (дискриминант неположителен), при 0<a<2 - 

 или 

. Вспоминаем, что x=y/a:

Ответ. x

-1/4 при a=0; 

, 

 при 0<a<2; x

R при a

2.

Задача 48. Решите систему неравенств 

.

Решение. Решение первого неравенства находится сразу: 1

x

2. При a=0 система решений не имеет; в других случаях левая часть второго неравенства - квадратный трехчлен f(x)=ax2-2(a+1)x+a-1, и нужно выяснить расположение его корней относительно отрезка [1;2]. D/4=(a+1)2-a(a-1)=3a+1, f(1)=-3, f(2)=a-5. Рассмотрим 5 случаев:

1) a<-1/3 - второе неравенство, следовательно, и система решений не имеют;

2) a=-1/3 - f(x) имеет двойной корень x1,2=-2, и система несовместна;

3) -1/3<a<0 - f(1)<0 и f(2)<0, абсцисса вершины соответствующей параболы отрицательна, а ветви направлены вниз, поэтому решений у системы опять нет;

4) 0<a<5 - f(1)<0, f(2)<0, значит x1<1<2<x2 (x1,2 -корни f(x)), а ветви параболы смотрят вверх - решений нет;

5) a

5 - f(1)<0, f(2)

0 - решением системы является отрезок x2

x

2, где x2=


Ответ. Нет решений при a<5; 
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2 при a

5.

Задача 49. Решите систему неравенств 

.

Решение. Систему можно переписать так: 

. На координатной плоскости (x;a) эта система задает множество точек, расположенных выше графика квадратного трехчлена a=-x2+2x+3 и ниже графика квадратного трехчлена a=-x2+4x-3 (рис. 8). Графики пересекаются в точке, где

a=-x2+2x+3=-x2+4x-3, то есть в точке (3;0)

[image: image15.png]



Рис. 8

Задача 50. Сколько корней больше -1 в зависимости от параметра a имеет уравнение x2 + (2a + 6) + 4a + 12 = 0?

Решение. Пусть f(x) =  x2 + (2a + 6) + 4a + 12.

1. Если уравнение имеет один корень больше -1, то



.

2. Если уравнение имеет два корня больше -1, то



.

Ответ. Один корень при a

-7/2; два корня при -7/2<a

-3; нет корней больше

-1 при a>-3.
Дополнительные задачи

1. Для каждого действительного a решите неравенство

ax2 + (a + 1)x + a > 0.

Ответ. 

 при a<0; x<-1 при a=0; 

 при 0<a<1; любое 

 при a=1; 

 при a>1.

2. При каких действительных m корни уравнения 3mx2-(7m+1)x+2m+1=0 действительны? Исследуйте знаки корней.

Ответ. Корни действительны при любом m

R. При m<-1/2 и m>0 оба корня положительны; при -1/2<m<0 знаки корней различны; при m=-1/2 один из корней равен 0; при m=0 x=1>0.

3. При каких значениях a корни квадратного трехчлена (2-a)x2-3ax+2a действительны и оба больше 1/2?

Ответ. 

4. Найдите все значения a, при которых оба корня уравнения (2+a)x2-2ax+3a=0 положительны.

Ответ. -3

a<-2. (Теорема Виета).

5. Найдите все значения параметра a, при которых оба корня квадратного уравнения x2 - 6ax + (2 - 2a + 9a2) = 0 действительны и больше 3.

Ответ. a > 11/9. (Теорема 6).

6. При каких значениях a один из корней уравнения (a2+a+1)x2+(2a-3)x+a-5=0 больше 1, а другой меньше 1?

Ответ. 

. (Теорема 5).

7. При каких k корни уравнения kx2-(k+1)x+2=0 действительны и оба по модулю меньше 1?

Ответ. 

. (Следствие 1).

8. Найдите все значения параметра a, при которых оба корня квадратного уравнения x2 – ax + 2 = 0 действительны и принадлежат интервалу (0;3).

Ответ. 

.
9. При каких значениях a верно следующее утверждение: “неравенство

(a-1)x2+(2a-3)x+a-3>0 выполняется хотя бы при одном x<1“?

Ответ. a>3/4.

10. При каких a неравенство (a - 1)x2 + (2a - 3)x + a-3 > 0 выполняется при всех x<1?

Ответ. Ни при каких.

11. При каких действительных m неравенство x2 - (3m + 1)x + m > 0 выполнено при всех x>1?

Ответ. m

0.

12. При каких действительных значениях a имеет решение уравнение

sin2x - (a2 + 2a)sinx + a3 + a2 = 0?

Ответ. 

.

13. Найдите все значения a, при которых любое значение x, удовлетворяющее неравенству ax2 + (1 - a2)x – a > 0, по модулю не превосходит 2.

Ответ. 

. (Следствие 1).

14. Решите уравнение cosx + cosy - cos(x+y) = 3/2.

Ответ. 

.

15. Решите систему уравнений 

.

Ответ. 

.

16. Докажите неравенство 

, где a

0, b

0, c

0.

17. При каких значениях a

R неравенство 1-log1/7(x2+1)

log7(ax2+4x+a) выполняется при всех х?

Ответ. 2<a

5.

18. Найдите наименьшее значение выражения x + 5y, если x > 0, y > 0 и

x2 - 6xy + y2 + 21 

 0.

Ответ. 

.

19. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

.

Ответ. 

.

20. Найдите x, при котором 

 (a2-2ab-b2-2ax+10bx) = 7.

Ответ. 1; -1.

21. Найдите все значения a, при которых вершины парабол y = x2 - 2(a + 1)x + 1 и

y = ax2 – x + a лежат по разные стороны от прямой y=3/4.

Ответ. -3/2<a<-1/2; -1/4<a<0; a>1.

22. Найдите наименьшее значение выражения x12 + x22, если x1 и x2 - корни уравнения x2 - ax + 2a - 3 = 0.

Ответ. 2 (нужно проверить что уравнение имеет корни при a=2).

23. Сколько корней, меньших 1, имеет (в зависимости от a) уравнение
(1 + a)x2 - 3ax + 4a = 0?

Ответ. Один корень при -1<a

-1/2; два корня при -1/2<a

0; нет таких корней при остальных a.
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