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Аннотация

Цель данного пособия - помочь лицеистам в изучении важной темы курса стереометрии, которая невнятно (или никак не) изложена в стандартных учебниках геометрии. Разобраны определения, основные теоремы и, главное, - методы решения задач, в которых необходимы и естественно используются свойства трехгранных углов.

Трехгранный угол
Определение. Даны плоский многоугольник F и точка S, не принадлежащая плоскости этого многоугольника. Фигура, являющаяся объединением всех лучей с общим началом S и пересекающих F, называется многогранным углом (n-гранным) углом.
S – вершина, лучи SA, SB, SC,… (точки A, B, C,… - вершины многоугольника F) – ребра, плоскости ASB, BSC,… - грани, углы ASB, BSC,… - плоские углы многогранного угла.
Точка P называется внутренней точкой многогранного угла, если луч SP пересекает внутренность многоугольника F.
Две грани, имеющие общее ребро, образуют двугранный угол многогранного угла.
Если F – выпуклый многоугольник, соответствующий многогранный угол называется выпуклым.
Обозначение: SABC… (A, B, C, … - точки последовательных ребер, то есть вершины многоугольника, являющегося пересечением многогранного угла плоскостью, пересекающей все ребра угла).
При n=3 получаем трехгранный угол – основной для нас объект изучения. Величины трех плоских и трех двугранных углов – основные параметры трехгранного угла.
Задача 1. В трехгранном угле, все плоские углы которого прямые, двугранные углы также прямые. Докажите.
Решение. Куб и его вершина!
Замечание. Обратное утверждение к задаче 1 тоже верно, но прямое доказательство не так просто. К этому полезно вернуться после формулировки теоремы косинусов для трехгранного угла.

Задача 2. Все плоские углы трехгранного угла прямые. Найдите угол между биссектрисами двух плоских углов.

Решение. То же самое, что в задаче 1: если на ребрах трехгранного угла в его вершине S построить куб, то диагонали смежных граней куба, пересекающиеся в вершине S, окажутся как раз нужными биссектрисами. Ответ. 
[image: image75.jpg]A. . MapuHnH

TpexrpaHHbIi yron

HuxHuii Hosropog, 2006




.
Задача 3. Через точку ребра, удаленную на 12 см от вершины трехгранного угла, все плоские углы которого равны 
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, проведена плоскость, перпендикулярная биссектрисе плоского угла противоположной грани. Найдите отрезки, отсекаемые этой плоскостью от других ребер трехгранного угла.
Решение. Отложим на всех ребрах отрезки SA = SB = SC = 12 см – получим правильный тетраэдр SABC (все боковые грани – правильные треугольники). Данная плоскость, проходящая через точку A, отсекает от биссектрисы (медианы) противоположной грани 2/3 ее длины. Ответ. 8 см.
Задача 4. Один из плоских углов трехгранного угла равен 
[image: image3.wmf]°
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, а два других – по 
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. Через произвольную точку A ребра, противолежащего большему из плоских углов, проведена плоскость, перпендикулярная биссектрисе этого плоского угла и пересекающая другие ребра в точках B и C. Найдите: а) угол ABC; б) угол между плоскостью прямого угла и противолежащим ему ребром.
Решение. Точка A проектируется в точку биссектрисы (теорема 4 – см. ниже).
Ответ. а) 
[image: image5.wmf]°

90

; б) 
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Задача 5. Один из плоских углов трехгранного угла равен 
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, а два других – по 
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. Из произвольной точки ребра, противолежащего плоскому углу в 
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, опущены перпендикуляры на два других ребра. Найдите угол между этими перпендикулярами. 
Решение.
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Ответ. 
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Теорема 1. В трехгранном угле каждый плоский угол меньше суммы двух других плоских углов и больше их разности.
Доказательство.

Пусть 
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– наибольший из плоских углов трехгранного угла SABC. В плоскости ASC построим 
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луч SD лежит внутри угла ASC (или точки D и C совпадают). Возьмем SB=SD и проведем прямую ADC. В треугольнике ABC: AD + DC < AB + BC (даже если DC=0) – это неравенство треугольника. 
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. Теперь рассмотрим треугольники CSD и CSB: SD=SB, SC=SC, DC<BC, следовательно, 
[image: image19.wmf]ASB

CSB

ASD

CSD

CSB

CSD

Ð

+

Ð

<

Ð

+

Ð

Þ

Ð

<

Ð

,т.е. 
[image: image20.wmf]ASB

CSB

ASC

CSB

ASB

ASC

ASB

CSB

ASC

Ð

<

Ð

-

Ð

Ð

<

Ð

-

Ð

Þ

Ð

+

Ð

<

Ð

,

. 
[image: image21.wmf]D

.
Теорема 2. Сумма плоских углов трехгранного угла меньше 
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360

.
Доказательство. Тот же чертеж, что в теореме 1: применим теорему 1 к каждому из трехгранных углов с вершинами A, B, C ( 
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 и т.д.) и сложим почленно полученные 9 неравенств; после очевидных сокращений придем куда надо.
Теорема 3. Сумма плоских углов выпуклого многогранного угла меньше 
[image: image24.wmf]°
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.
Доказательство можно прочитать, например, в учебнике Киселева.

Теорема 4. Если в трехгранном угле два плоских угла равны, проекцией ребра, являющегося общей стороной равных углов, на плоскость противолежащей грани является биссектриса плоского угла (или ее продолжение) этой грани.

Доказательство. Очевидно.
Задача 6. Плоские углы трехгранного угла равны 
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. Докажите, что если сечение этого угла плоскостью, перпендикулярной к грани с наибольшим плоским углом, имеет форму равнобедренного треугольника (его основание лежит в плоскости прямого угла), то секущая плоскость отсекает на ребрах трехгранного угла равные отрезки.
Решение. 
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; BD=DC (т.к. BA=CA по условию); треугольник BSC – прямоугольный, поэтому D – центр описанной окружности, значит DC=DB=DS (ортогональные проекции AC, AB, AS на плоскость BSC); отсюда следует равенство наклонных: AC=AB=AS; следовательно, треугольники ASB и ASC – правильные (
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Задача 7. Докажите утверждение, обратное к высказанному в предыдущей задаче.

Решение. Рассуждения в решении задачи 6 нужно обратить (т.к. утверждение задачи 7 является обратным к утверждению предыдущей).
Задача 8. Плоские углы трехгранного угла равны 
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. Найдите углы наклона ребер к плоскостям противоположных граней.
Решение. См. чертеж к задаче 6.  SA=SB=SC=a, 
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Проектируем ортогонально BS на плоскость ASC: пусть 
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; перпендикуляр из точки K в треугольнике ASC проходит через точку C; искомая проекция E точки B – основание высоты BE в треугольнике BCK!
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 (теорема косинусов); 
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Ответ.  
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Теорема 5 (теорема косинусов для трехгранного угла). Пусть 
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 – плоские углы трехгранного угла, A, B, C - противолежащие им двугранные углы. Тогда 
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Доказательство. Пусть 
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 SA = a. Тогда 
[image: image40.wmf]A
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. Выразим BC2 по теореме косинусов из треугольников BSC и BAC и приравняем полученные выражения; после шаблонных преобразований получим что надо.
Задача 9. Все плоские углы трехгранного угла равны, его двугранный угол равен 
[image: image41.wmf]j

. Найдите косинус плоского угла.

Решение. Теорема косинусов.
Ответ. 
[image: image42.wmf])
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Задача 10. Каждый плоский угол трехгранного угла равен 
[image: image43.wmf]a

. На одном из ребер взята точка, удаленная от вершины на расстояние a. Найдите расстояние от этой точки до плоскости противолежащей грани.
Решение. AS=a, 
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 (теорема косинусов), 
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Ответ. 
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Задача 11. Два плоских угла трехгранного угла равны 
[image: image50.wmf]a

, третий плоский угол прямой. На общей стороне равных плоских углов взята точка на расстоянии h от плоскости противолежащей грани. Найдите расстояние от этой точки до вершины трехгранного угла.
Решение.
SA=x, AO=h, 
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 (теорема косинусов).
Ответ. 
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Задача 12. В трехгранном угле два двугранных угла равны по 
[image: image55.wmf]°
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, их общий плоский угол прямой. Найдите третий двугранный угол.
Решение. 
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Ответ. 
[image: image59.wmf]°

120

.

Теорема 6 (важная). Если два плоских угла трехгранного угла равны, то их общее ребро проектируется на биссектрису (или ее продолжение) плоского угла противоположной грани.

Доказательство. Если дополнить чертеж к задаче 11 перпендикуляром из A на SC, то сразу увидим, что прямоугольные треугольники ASB и ASC равны по гипотенузе и острому углу, поэтому наклонные AB и AC к грани BSC равны, откуда заключаем равенство их проекций OB и OC. Точка O равноудалена от SB и SC, следовательно, лежит на биссектрисе угла BSC (или ее продолжении).
Дополнение к теме “Трехгранный угол”
Задача 13. Плоские углы трехгранного угла равны 
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. Найдите угол между биссектрисой угла 
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 и противолежащим ему ребром.
Решение. 
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 - единичные векторы, SD – биссектриса угла 
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Ответ. 
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Задача 14 (вторая теорема косинусов для трехгранного угла). Докажите, что

[image: image67.wmf]a

cos

sinC

sinB

cosC

cosB

cos

×

×

+

×

-

=

A

.

Доказательство. Опустим из внутренней точки трехгранного угла перпендикуляры на грани трехгранного угла – получим новый (двойственный или полярный к данному) трехгранный угол с плоскими углами 
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. Применим 1-ю теорему косинусов.
Задача 15. Двугранные углы трехгранного угла равны 
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Решение. См. задачу 14.
Ответ. 
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Задача 16. Докажите, что сумма двугранных углов трехгранного угла больше 
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, но меньше 
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Решение. Построим полярный угол (см. задачу 14) и применим теорему 2.
Задача 17 (теорема синусов для трехгранного угла). В трехгранном угле

[image: image74.wmf]C

B

A

sin

sin

sin

sin

sin

sin

g

b

a

=

=

.
Доказательство. Теорема 5.
Серия пособий А.И. Маринина включает также брошюры:
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Задачи по геометрии-10
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