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Задачи и вопросы по геометрии для подготовки к экзамену. Решения. Ответы
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Аннотация

Изложенный в брошюре материал предназначен лицеистам, расположенным к развитию своего геометрического ( = математического)  мышления. Предлагаются и обсуждаются задачи, типичные для первых шагов на трудном и увлекательном пути изучения геометрии в средней школе. Обдумывание задач принесет пользу тем, кто хочет научиться думать самостоятельно и непротиворечиво.
Задачи и вопросы геометрии для подготовки к экзамену.
1. Как изменится площадь квадрата, если каждую его сторону увеличить в 2 раза; в 3 раза?
Ответ. Увеличится в 4 раза, увеличится в 9 раз.
2. 1) Сколько прямых линий можно провести через одну точку? 2) Каким свойством прямая линия отличается от других линий? 3) Сколько окружностей можно провести через две данные точки?
Ответ. 1) Бесконечно много; 2) все точки отрезка, соединяющего две точки прямой линии, принадлежат линии; 3) бесконечно много.

3. Может ли проекция отрезка быть равной самому отрезку? Может ли она быть больше отрезка?
Ответ. Да. Нет.
4. Докажите, что дуги окружности, заключенные между двумя параллельными хордами, равны.

Указание. Рассмотрите симметрию относительно диаметра, перпендикулярного данным хордам и вспомните теорему о таком диаметре.
5. Как записать условие того, что точка M лежит внутри, вне или на окружности радиуса R с центром в точке O?
Ответ. OM меньше, больше, равно R.
6. На какой угол повернется Земля около своей оси за 2 часа?
Ответ. На 
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7. Точно ли сформулирована теорема: “Все точки биссектрисы угла одинаково удалены от сторон этого угла”?
Ответ. Нет (угол может быть больше развернутого).
8. Могут ли стороны треугольника относиться как 1 : 2 : 3; 2 : 3 : 6; 1 : 2 : 2?
Ответ. Нет, нет, да.
9. Докажите, что большей стороне треугольника соответствует меньшая высота.
Указание. Рассмотрите площадь треугольника.
10. Докажите, что медиана в прямоугольном треугольнике, выходящая из прямого угла, равна половине гипотенузы. Сформулируйте и докажите обратное утверждение.

Указание. Вписанный угол, опирающийся на диаметр, - прямой.
11. Найдите углы прямоугольного треугольника, если угол между биссектрисой и высотой, проведенных из вершины прямого угла, равен 
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Ответ. 
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12. Установите вид треугольника, если один из его внутренних углов: равен сумме двух других углов; больше ее; меньше ее.
Ответ. Прямоугольный, тупоугольный, остроугольный.
13. Можно ли какой-нибудь треугольник разрезать на два остроугольных треугольника?
Указание. Оба смежных угла не могут быть острыми.

Ответ. Нет.
14. Существует ли выпуклый многоугольник, сумма внутренних углов которого равна: 
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Ответ. Да; да; да; нет.
15. Какое наибольшее число острых углов может иметь выпуклый многоугольник?
Указание. Рассмотрите внешние углы многоугольника.

Ответ. Три.
16. Верна ли теорема: “Если стороны одного четырехугольника равны соответствующим сторонам другого, то четырехугольники равны”?
Ответ. Нет (пример: ромб и квадрат с равными сторонами).
17. При каком n число диагоналей n-угольника равно числу его сторон?
Указание. Докажите, что число диагоналей в n-угольнике равно n(n-3)/2.
Ответ. n = 5.
18. В треугольниках ABC и A1B1C1 AB=A1B1. Можно ли утверждать, что 
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Ответ. Нет.
19. Может ли против острого угла треугольника лежать большая сторона этого треугольника? Может ли против тупого угла треугольника лежать меньшая сторона этого треугольника?
Ответ. Да. Нет.
20. Угол при основании равнобедренного треугольника меньше 
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. Какая из сторон этого треугольника является наибольшей?
Ответ. Основание треугольника.
21. Пусть две стороны и угол одного треугольника соответственно равны двум сторонам  и углу другого треугольника. Следует ли из этого, что треугольники равны?
Ответ. Нет.
22. Найдите лишние слова в следующих формулировках:
1) Треугольник, у которого две стороны равны и два угла равны, называется равнобедренным.
2) Если при пересечении двух параллельных прямых третьей прямой накрест лежащие углы равны, то эти две прямые параллельны.
3) Сумма двух острых углов прямоугольного треугольника, прилежащих к гипотенузе, равна 
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Указание. См. определения в учебнике геометрии.
23. Найдите ошибки в следующих формулировках:
1) Внешний угол треугольника равен сумме двух его внутренних углов.
2) Если две прямые линии пересечены третьей прямой, то соответственные углы равны.
3) Биссектриса угла равнобедренного треугольника является одновременно медианой и высотой.
4) Если центральные углы равны, то равны и соответствующие им дуги.
5) В одном и том же круге хорда меньше диаметра.
6) Два треугольника называются равными, если они при наложении совмещаются.
7) Если две стороны и угол одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу другого треугольника, то такие треугольники равны.
8) В треугольниках против равных сторон лежат и равные углы.
9) Медиана – это линия, делящая сторону треугольника пополам.

Указание. Вспомните основные геометрические понятия и определения.
24. Какое из двух понятий является более общим:
1) Вертикальные углы, равные углы.
2) Равнобедренный треугольник, равносторонний треугольник.
3) Хорда, диаметр.
4) Высота, перпендикуляр.

Ответ. 1) Равные углы; 2) равнобедренный треугольник; 3) хорда; 4) перпендикуляр.
25. Какие из приведенных ниже предложений являются определениями:
1) Две прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общей точки, называются параллельными.
2) Через точку, взятую вне данной прямой, можно провести только одну прямую, параллельную этой прямой.
3) Хорда – это отрезок прямой линии, соединяющий две точки окружности.
4) Часть плоскости, ограниченная окружностью, называется кругом.

Ответ. Только 1).
26. Сформулируйте, пользуясь словами “если …, то …”, следующие теоремы:
1) Смежные углы в сумме составляют 
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2) Вертикальные углы равны.
3) В одной окружности равные дуги стягиваются равными хордами.
4) Углы при основании равнобедренного треугольника равны.
5) Против большего угла в треугольнике лежит большая сторона.

Указание. Каждая теорема имеет структуру "Если <условие>, то <заключение>".
27. Для следующих теорем сформулируйте обратные теоремы и установите, верны ли они:
1) Если в окружности центральные углы равны, то соответственные им дуги также равны.
2) Вертикальные углы равны.
3) В равнобедренном треугольнике углы при основании равны.
4) Против большей стороны в треугольнике лежит больший угол.
5) Соответственные углы, получающиеся при пересечении двух параллельных прямых третьей прямой, равны.

Ответ. Верны теоремы, обратные к 1), 3), 4), 5).
28. Верно ли утверждение: если проекции равны, то и наклонные равны?
Ответ. Нет.
29. Докажите, что в прямоугольном треугольнике с неравными катетами биссектриса прямого угла делит пополам угол между медианой и высотой, выходящими из той же вершины.
Указание. Биссектриса лежит между медианой и высотой. Продолжите медиану, удвоив ее.
30. Как построить отрезок, симметричный данному отрезку относительно данной прямой? Как построить треугольник, симметричный данному треугольнику относительно данной прямой?
Указание. Все сводится к построению точек, симметричных концам отрезка (вершинам треугольника) относительно оси симметрии.
31. Как построить ось симметрии, если даны две симметричные друг другу относительно этой оси точки?
Ответ. Серединный перпендикуляр.

32. Даны две точки и прямая линия. Как проверить, симметричны ли эти точки относительно данной прямой?
Указание. Постройте точку, симметричную одной из данных точек относительно данной прямой.

33. Какая прямая линия будет симметрична относительно данной оси MN:
1) прямой, параллельной оси MN;
2) прямой, перпендикулярной оси MN?
Ответ. 1) Прямая, параллельная MN; 2) та же самая прямая.

34. Найдите ось симметрии для:
1) двух параллельных прямых;
2) двух взаимно перпендикулярных прямых.

Ответ. 1) Прямая, параллельная данным и отстоящая от них на равных между собой расстояниях; 2) биссектриса прямого угла (два решения).

35. Какая линия будет симметрична относительно данной оси MN:
1) окружности, не пересекающей оси MN;
2) окружности с центром на оси MN?
Ответ. 1) Окружность того же радиуса с центром, симметричным центру данной окружности относительно MN; 2) та же самая окружность.

36. Как построить окружность, симметричную данной окружности относительно данной прямой?
Указание. Надо построить точку, симметричную центру, - она будет центром симметричной окружности.

37. Постройте ось симметрии для двух пересекающихся прямых.

Ответ. Биссектрисы углов между прямыми (два решения).

38. Постройте треугольник, симметричный прямоугольному треугольнику относительно:
1) его катета;
2) его гипотенузы.
Указание. Все сводится к построению образа точки при осевой симметрии.
39. Сколько осей симметрии и какие имеет:
1) равнобедренный (не равносторонний) треугольник;
2) равносторонний треугольник;
3) квадрат;
4) окружность;
Ответ. 1) одну; 2) три; 3) четыре; 4) бесконечно много.
40. Какие печатные буквы русского алфавита имеют ось симметрии и сколько?
Указание. Посмотрите алфавит.
41. Что можно сказать о параллелограмме, высоты которого равны?
Ответ. Ромб.

42. Как построить квадрат по его диагонали?
Указание. Окружность с диаметром, равной диагонали квадрата, - вспомогательная. фигура.
43. Как прямой угол разделить на три равные части?
Указание. Теорема о катете против угла в 
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44. В четырехугольнике три угла прямые. Докажите, что такой четырехугольник есть прямоугольник.
Указание. Теорема о сумме углов выпуклого многоугольника.
45. Постройте прямоугольник по диагонали и углу между диагоналями.
Указание. Надо построить вспомогательный треугольник.

46. Постройте прямоугольник по стороне и сумме диагоналей.
Указание. Диагонали прямоугольника равны.
47. Всякий ли четырехугольник, диагонали которого взаимно перпендикулярны, будет ромбом?
Ответ. Нет.

48. В ромбе одна из диагоналей равна стороне. Найдите углы ромба.
Ответ. 
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49. Постройте ромб по стороне и одному из его углов.
Указание. Вспомогательный треугольник. Задача имеет единственное решение.
50. Постройте ромб по двум диагоналям.
Указание. Диагонали ромба взаимно перпендикулярны.
51. Постройте ромб по высоте и углу.
Указание. Прямоугольный треугольник - вспомогательная фигура.
52. Разделите данный отрезок на 5 равных частей.
Указание. Постройте угол, одной из сторон которого является данный отрезок.
53. Данный отрезок разделите на две части так, чтобы одна часть была в 3 раза больше другой.
Указание. Постройте вспомогательный угол.
54. Как построить треугольник, если даны середины его сторон?
Указание. Проведите через каждую из данных точек прямую, параллельную отрезку с концами в двух других точках.
55. Дана дуга. Как дополнить ее до окружности?
Указание. Постройте диаметр, перпендикулярный стягивающей дугу хорде. После этого легко построить вспомогательный равнобедренный треугольник.
56. К данной окружности проведите касательную параллельно данной прямой.
Указание. Постройте радиусы, перпендикулярные данной прямой.
57. В одну и ту же окружность вписаны два подобных треугольника. Будут ли эти треугольники обязательно равными?
Ответ. Да.
58. Будут ли подобны два прямоугольных треугольника, если они вписаны в одну и ту же окружность и имеют:
1) по равному катету;
2) по равной высоте, опущенной на гипотенузу?
Указание. Гипотенузы всех вписанных прямоугольных треугольников равны.
Ответ. 1) Нет. 2) Нет. Треугольники равны.
59. В треугольнике АВС проведена высота ВN. О - центр описанной около треугольника  АВС окружности. Докажите, что 
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Указание. Продолжите BO до пересечения с описанной окружностью в точке M. Углы BMC и BAN опираются на одну и ту же дугу, поэтому равны. Треугольники MCB и ANB прямоугольные.
60. В треугольнике АВС проведены высоты ВВ1 и АА1. О - центр описанной около АВС окружности. Докажите, что прямые А1В1 и СО перпендикулярны.

Указание. Точки A, B, A1, B1 лежат на окружности с диаметром AB. Через дуги: 
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, следовательно, сумма углов CA1B1 и OCB равна 
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, и из треугольника A1B1C получаем, что прямые OC и A1B1 перпендикулярны. Попутно увидим, что треугольники A1B1C и ABC подобны с коэффициентом подобия k = cosC.
61. Докажите, что для произвольного треугольника выполняется равенство 
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Указание. 
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62. Докажите, что медианы делят треугольник на 6 равных по площади частей.

Указание. Медиана делит площадь треугольника пополам + (плюс!) теорема о точке пересечения медиан.
63. Докажите, что биссектрисы углов параллелограмма образуют прямоугольник.
Указание. Противоположные угла параллелограмма равны, поэтому построенный четырехугольник - параллелограмм (по какому признаку?). Сумма прилежащих к одной стороне данного параллелограмма углов равна ..., поэтому сумма половинок этих углов ...

64. Постройте прямую, перпендикулярную к отрезку AB и проходящую через его середину.

Указание. См. учебник геометрии.
65. Через данную точку проведите перпендикуляр к данной прямой.

Указание. См. учебник геометрии.
66. Постройте биссектрису данного угла.

Указание. Намек: диагональ делит угол ромба пополам.
67. Постройте треугольник по трем сторонам.

Указание. Нужно взять циркуль и карандаш.

68. Зная два угла треугольника, постройте третий.

Указание. Теорема о сумме углов треугольника.
69. Постройте треугольник по двум сторонам и углу между ними.

Указание. Сначала - угол...
70. Постройте треугольник по стороне и двум углам (!).
Указание. Два случая.
71. Постройте треугольник по двум сторонам и углу, противолежащему одной из них (!!!).
Указание. Три случая: 1) стороны равны; 2) угол противолежит меньшей из двух сторон; 3) угол противолежит большей из сторон. Случай 2) доставляет два решения.
72. Через данную точку проведите прямую, параллельную данной прямой.

Указание. Диагонали параллелограмма делятся пополам точкой их пересечения.
73. Постройте параллелограмм по двум неравным сторонам и одной диагонали.

Указание. Сначала - вспомогательный треугольник. Внимание: два случая.
74. Постройте параллелограмм по двум диагоналям и углу между ними.

Указание. Диагонали делятся точкой их пересечения пополам.
75. Разделите дугу окружности на две равные части.

Указание. Нужно построить серединный перпендикуляр к хорде, проходящей через концы дуги.
76. Постройте окружность, проходящую через три данные точки, не лежащие на одной прямой.

Указание. Учебник геометрии.
77. Постройте окружность, зная две точки A и B и касательную AT в одной из них.

Указание. Радиус, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной.
78. Постройте дугу, имеющей своей хордой данный отрезок и вмещающую данный угол.

Указание. Надо построить окружность, в которой хорда заданной длины видна из центра под углом, в два раза большего данного. Это сводится к построению равнобедренного треугольника с известными основанием и углом при вершине. Задача имеет два решения.
79. Проведите касательную в данной точке окружности.

Указание. Радиус, проведенный в данную точку, перпендикулярен касательной.
80. Постройте касательную к окружности, параллельную данному направлению.
Указание. Постройте радиус, перпендикулярный данному направлению. Два решения.
81. Даны единичный отрезок и отрезки a и b. Постройте отрезки 
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Указание. Гипотенуза прямоугольного треугольника; разделите единичный отрезок на три равные части; диагональ квадрата со стороной a; на одной из сторон угла отложите последовательно отрезки b, a, на другой - отрезок 1,  соедините концы отрезков b и 1; катет прямоугольного треугольника с гипотенузой a и вторым катетом 1.
82. Отрезки a, b, c, d даны. Постройте отрезки 
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Указание. 1) a2 - b2 = (a - b) (a + b). 2) Сначала строим y = a2 / b = aa / b, затем x = ya / b.
3) Последовательно строим y = ab / d и x - среднее геометрическое y и c. 4) y = ab / d,         x = yc / d. Везде - четвертый пропорциональный...
83. Проведите касательную к окружности из точки, лежащей в ее плоскости.

Указание. Постройте окружность с диаметром AO, где A - данная точка, O - центр окружности. Решений два (точка A - вне окружности), одно (A - на окружности), ни одного (A - внутри окружности).
84. Постройте общие касательные к двум данным окружностям (!!!).
Указание. Рассмотрите варианты: внутреннее касание; внешнее касание; окружности имеют одинаковые радиусы; у окружностей различные радиусы. В последнем случае уменьшите радиусы на величину, равную меньшему из радиусов.
85. Постройте окружности, касающиеся трех данных прямых (!!!).
Указание. Варианты взаимного расположения данных прямых: 1) все прямые совпадают; 2) две прямые совпадают, третья им параллельна; 3) две прямые совпадают, третья их пересекает; 4) прямые различны и параллельны; 5) две прямые параллельны, третья их пересекает; 6) прямые различны и пересекаются в одной точке; 7) прямые попарно пересекаются в трех различных точках. В случае 7) - много решений (какие?).
86. Разделите отрезок на части, пропорциональные данным отрезкам, или на равные части.

Указание. Постройте (произвольно) вторую сторону угла, первой стороной которого является рабочий отрезок, а вершиной - конец отрезка. На второй стороне отложите последовательно  данные отрезки или равные отрезки, соедините второй конец нашего отрезка с концом последнего построенного отрезка и проведите через нужные точки параллельные прямые до пересечения с нашим отрезком.
87. Постройте на данном отрезке треугольник, подобный данному треугольнику.

Указание. Углы, прилежащие к отрезку, можно выбрать различными способами.
88. Постройте отрезок, средний пропорциональный между двумя данными отрезками.

Указание. На прямой отложите последовательно данные отрезки и постройте полуокружность с диаметром, равным сумме данных отрезков. Через общий конец отрезков постройте перпендикуляр к диаметру до пересечения с полуокружностью.
89. Постройте отрезок, квадрат которого был бы равен сумме квадратов двух данных отрезков.

Указание. Теорема Пифагора.
90. Постройте отрезок, квадрат которого был бы равен разности квадратов двух данных отрезков.

Указание. Теорема Пифагора.
91. Постройте два отрезка, зная их сумму и произведение. Единичный отрезок задан.
Указание. Если c1 = a + b, c2 = ab, то a и b - корни уравнения x2 - c1x + c2= 0.
92. Могут ли две различные прямые иметь две общие точки? Сколько общих точек имеют две пересекающиеся прямые?
Ответ. Нет. Одну (или бесконечно много, если совпадающие прямые считать пересекающимися).
93. Три прямые пересекаются в одной точке. Сколько получается лучей?
Ответ. 6, если прямые попарно различны. 4, если две прямые совпадают, а третья от них отлична. Бесконечно много, если все три прямые совпадают.
94. Чем отличаются друг от друга луч и отрезок?
Указание. Отрезок - ограниченная фигура.
95. Как нужно накладывать один угол на другой, если требуется сравнить их?
Указание. См. учебник геометрии.
96. Какой угол образуют минутная и часовая стрелки, когда часы показывают 1) 6 час.? 2) 12 час.?
Ответ. 
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97. Дан луч OA. Сколько прямых углов можно построить так, чтобы точка O была вершиной, а луч OA стороной каждого из этих углов?
Ответ. Два.
98. Сколько перпендикуляров можно провести к данной прямой линии?
Ответ. Бесконечно много - по одному через каждую точку данной прямой..
99. Чем отличается развернутый угол от прямой линии?
Указание. Угол имеет выделенную точку - вершину.
100. Дан угол. Сколько можно построить смежных с ним углов?
Ответ. Два.
101. Какой угол образуют биссектрисы смежных углов?
Ответ. Прямой.
102. Могут ли быть два смежных угла: оба острыми;  оба прямыми; оба тупыми?
Ответ. Могут быть оба прямыми.
103. Дан прямой угол. Какими будут смежные с ним углы?
Ответ. Прямыми.
104. Какой угол образуют биссектрисы вертикальных углов?
Ответ. Прямой.
105. На окружности берется точка. Сколько диаметров можно провести через эту точку? Сколько хорд?
Ответ. Один. Бесконечно много.
106. Сколько общих точек могут иметь две окружности: 1) одного и того же радиуса;   2) разных радиусов?
Ответ. В обоих случаях - 2, 1 или 0.
107. Как следует понимать такое выражение: “Центральный угол измеряется дугой, на которую он опирается”?
Указание. "Градусная мера...".
108. На какой угол повернется минутная стрелка в течение часа;  минуты; секунды?
Ответ. 
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109. Какой угол образуют минутная и часовая стрелки:  в 4 часа;  в 5 час.;  в 9 час.;  в 4 часа 30 минут?
Ответ. 
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110. Один из вертикальных углов равен 
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. Найдите второй и смежные с ним углы.
Ответ. 
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Указание. Два случая расположения точки A на прямой AB! Углы с взаимно перпендикулярными сторонами.
Ответ. 
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112. Как могут располагаться две прямые линии по отношению одна к другой?
Ответ. Совпадать (бесконечно много общих точек), пересекаться (одна общая точка), быть параллельными (нет общих точек).
113. Какие два отрезка называются параллельными?
Ответ. Те, которые лежат на одной прямой или на параллельных прямых. 
114. Докажите, что две прямые, лежащие в одной плоскости и перпендикулярные к одной и той же третьей прямой, параллельны между собой.
Указание. Теорема о внешнем угле треугольника.
115. Могут ли быть равными внутренние односторонние углы, образующиеся при пересечении двух параллельных прямых третьей прямой?
Ответ. Да.
116. Чем отличается биссектриса треугольника от биссектрисы угла?
Указание. Биссектриса угла треугольника - отрезок.
117. Докажите, что средняя линия трапеции делит каждую ее диагональ и высоту пополам.
Указание. Теорема Фалеса.
118. Диагональ трапеции делит ее среднюю линию на отрезки, равные a и b. Определите основания трапеции.
Ответ. 2a и 2b.
119. Один из углов прямоугольного треугольника равен среднему арифметическому двух других его углов. Найдите его катеты, если гипотенуза равна c.
Указание. Острые углы равны 
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Ответ. 
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120. Найдите точку, сумма расстояний которой от вершин данного четырехугольника наименьшая.

Указание. Сравнительная длина объемлемых и объемлющих ломаных.

Ответ. Точка пересечения диагоналей четырехугольника.
121. В четырехугольнике ABCD 
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, AB || CD. На сторонах BC и AD взяты точки M и K соответственно так, что BM = KD. Докажите, что точки M и K находятся на одинаковом расстоянии от точки пересечения диагоналей четырехугольника.
Указание. 1) ABCD - параллелограмм; 2) Треугольники BOM и DOK равны по двум сторонам (BO=OD, BM=DK) и углу между ними (O - точка пересечения диагоналей); иначе говоря, точки M и K симметричны относительно центра параллелограмма.
122. В равнобедренной трапеции диагональ составляет с боковой стороной угол в 
[image: image40.wmf]°
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. Боковая сторона равна меньшему основанию. Найдите углы трапеции.
Указание. В трапеции ABCD углы BAC, BCA, CAD равны, т.к. AB=BC, а BC и AD - основания трапеции.
Ответ. 
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