PAGE  
21

А.И. Маринин
Материалы для подготовки к экзамену

Здесь выставлены материалы для подготовки к экзамену по геометрии в 10 классе. Надеюсь, лицеистам поможет предложенная систематизация теоретических вопросов.

Ссылки:

(А) – Атанасян. Геометрия. 10-11 классы.

(К) – Киселев.   Геометрия. 10-11 классы.

Предмет и логическое строение стереометрии. Аксиомы стереометрии и
следствия из них
Предметом стереометрии является изучение геометрических свойств фигур, не все точки которых лежат в одной плоскости. Такие фигуры называются пространственными. Представление о них вы имеете из опыта. В их числе: точки, прямые, плоскости (учение о взаимном расположении точек и прямых на плоскости есть планиметрия), а также различные поверхности и ограниченные ими тела, о которых будет сказано в должном месте.

Геометрическими являются такие свойства фигур, которые могут быть выражены в терминах основных понятий геометрии. Примеры основных понятий: точка, прямая, плоскость, принадлежность точки прямой, расстояние между точками, наложение фигур, число, множество и т.д. Список будет уточняться и пополняться с продвижением вглубь курса.

В стереометрии (как и ранее в планиметрии) содержательными геометрическими суждениями являются аксиомы и теоремы. Истинность аксиом в геометрической теории объявляется априорно, т.е. аксиомы не выводимы из других суждений. Истинность теорем определяется путем логического вывода из суждений, истинность которых уже установлена (в том числе из аксиом). Умозаключение, устанавливающее истинность теоремы, называется ее доказательством.

Некоторые аксиомы стереометрии:

А1. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость, и притом только одна.

А2. Если две точки прямой лежат в некоторой плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости.

Говорят, что прямая лежит в плоскости, плоскость проходит через прямую.

Следствие: прямая, не лежащая в плоскости, имеет с этой плоскостью не более одной общей точки.

А3. Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую. Т.о., пересечение двух пересекающихся плоскостей содержит целую прямую.

А4. Существуют четыре точки, не лежащие в одной плоскости.

Все аксиомы и теоремы планиметрии сохраняются и в стереометрии. Они истинны в любой плоскости пространства.

По традиции точки обозначаются прописными латинскими, прямые - строчными латинскими или двумя прописными латинскими, плоскости - строчными греческими буквами или тремя прописными латинскими буквами, именующими три точки, не лежащие на одной прямой (согласно аксиоме А1, такие три точки однозначно определяют плоскость).

Следствия из аксиом:

Теорема 1. Через прямую l и точку вне ее проходит плоскость, притом только одна.

Доказательство. Существование: две различные точки прямой и данная точка образуют конфигурацию точек, удовлетворяющую аксиоме А1. В плоскости 
[image: image1.wmf]a

, задаваемой этой конфигурацией, содержатся все точки прямой l (аксиома А2). Единственность плоскости гарантируется аксиомой А1.

Теорема 2. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, притом только одна.

Доказательство. Существование: взяв на каждой из прямых по одной точке, отличной от точки пересечения A, проведем плоскость через выбранные точки и точку A, что можно сделать по аксиоме А1. Полученная плоскость, согласно аксиоме А2, содержит каждую из данных прямых. Единственность следует из аксиомы А1.

Теорема 3. Через две параллельные прямые проходит единственная плоскость.

(Две параллельные прямые содержатся в единственной плоскости).

Доказательство. То, что данные параллельные прямые лежат в одной плоскости, непосредственно следует из определения параллельности прямых. Единственность обеспечивается аксиомой А1 (достаточно выбрать две различные точки на одной из прямых и одну точку на другой прямой) или следует из теоремы 1.
Необходимые и достаточные условия
Любая теорема есть суждение, утверждающее, что если истинно положение A, то является истинным другое положение B. Пример: диагонали ромба взаимно перпендикулярны (если данный четырехугольник есть ромб, то его диагонали взаимно перпендикулярны). Таким образом, теорема имеет вид: "Если A, то B". В такой формулировке положение A называется условием, а B - заключением теоремы. 

Предположим, что доказана некоторая теорема "если A, то B", т.е. установлена истинность этого суждения. Говорят, что положение B есть следствие положения A, или же говорят, что положение B является необходимым признаком положения A, а положение A является достаточным признаком положения B, и пишут A

B. В рассмотренной ситуации B может оставаться истинным и при ложности A.

Теорема "если B, то A" является обратной к теореме "если A, то B". Она требует отдельного доказательства. Если обратная теорема истинна, т.е. верно как A

B, так и B

A, то B является необходимым признаком A (так как A

B), вместе с тем B является и достаточным признаком A (так как B

A). В этом случае говорят, что положение B является необходимым и достаточным признаком положения A. Точно так же положение A является необходимым и достаточным признаком положения B.

В тех случаях, когда истинны обе теоремы - прямая и обратная, - их можно формулировать в виде одного утверждения: "Для того, чтобы имело место A, необходимо и достаточно, чтобы имело место B" или "A имеет место тогда и только тогда, когда имеет место B". Доказательство теоремы, в которой утверждается необходимость и достаточность некоторого условия, состоит из двух частей, так как такая теорема представляет собой соединение двух взаимно обратных теорем. В одной из частей доказывается необходимость, в другой достаточность условия.

Пример. Теорема. Для того, чтобы треугольник ABC был прямоугольным с прямым углом C, необходимо и достаточно выполнение условия c2 = a2 + b2.

Схема доказательства:

Необходимость. Если треугольник ABC прямоугольный с прямым углом C, то c2 = a2 + b2.

Достаточность. Если в треугольнике ABC c2 = a2 + b2, то он прямоугольный, причем угол C - прямой.

Замечание. В стереометрии, как и в планиметрии, возможны задачи на построение. В задачах на построение в стереометрии будем предполагать, что мы имеем возможность:

проводить плоскость через три заданные точки (через точку и прямую, через две пересекающиеся прямые, через две параллельные прямые);

получать прямую пересечением двух плоскостей; проводить прямую через две точки пространства (в какой-нибудь плоскости, содержащей эти точки);

в любой плоскости пространства производить все построения циркулем и линейкой, которые изучаются в планиметрии.

Задача. Построить прямую, проходящую через данную точку A пространства и пересекающую две данные прямые пространства.

Параллельные прямые в пространстве
Определение параллельных прямых было дано в курсе планиметрии, именно: две прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общих точек, называются параллельными. a||b - обозначение параллельности прямых a и b. Так, две параллельные прямые пространства всегда лежат в одной плоскости.

Теорема 4. Через любую точку A пространства, не лежащую на прямой l, проходит прямая m, параллельная l, притом только одна.

Доказательство. Рассмотрим плоскость 
[image: image2.wmf]a

, проходящую через точку A и прямую l. В плоскости 
[image: image3.wmf]a

 через точку A проходит (и единственная) прямая m, параллельная l (факт, известный из планиметрии). С другой стороны, любая прямая, проходящая через A параллельно l, должна лежать в одной плоскости с l и с точкой A, но A и l определяют плоскость однозначно, и это есть плоскость 
[image: image4.wmf]a

.

В доказательстве были использованы следствия из аксиом стереометрии (теоремы 1 и 3).

Замечание. Будем говорить, что промежутки на прямой (интервалы, отрезки и т.д.) параллельны между собой, если несущие их прямые параллельны.

Параллельность трех прямых. Скрещивающиеся прямые
Теорема 5. Если одна из двух параллельных прямых пересекает некоторую плоскость, то другая прямая также пересекает эту плоскость.

Доказательство. Пусть 
[image: image5.wmf]a

 - данная плоскость, l||m, 
[image: image6.wmf]b

- плоскость, содержащая l и m, A=l
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. Так как A
[image: image8.wmf]Î

l
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 и A
[image: image10.wmf]Î
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, плоскости 
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 и 
[image: image13.wmf]b

 имеют, по аксиоме A3, общую прямую n (проходящую  через точку A). n пересекает l, поэтому n пересекает прямую m||l в плоскости 
[image: image14.wmf]b

 в некоторой точке B, которая, как точка прямой n, лежит в плоскости 
[image: image15.wmf]a

. Остается установить, что прямая m именно пересекает плоскость 
[image: image16.wmf]a

, а не лежит в ней. Если m лежит в 
[image: image17.wmf]a

, то m является прямой пересечения плоскостей 
[image: image18.wmf]a

 и 
[image: image19.wmf]b

, следовательно, совпадает с n; но n пересекает прямую l, а не параллельна ей.

Теорема 6. Если каждая из двух прямых l и m параллельна одной и той же прямой n, то прямые l и m параллельны.

Доказательство. Пусть l||n, m||n, A
[image: image20.wmf]Î

m и 
[image: image21.wmf]a

 - плоскость, проходящая через l и A (теорема 1). Прямая m уже имеет с плоскостью 
[image: image22.wmf]a

 общую точку A. Если m пересекает 
[image: image23.wmf]a

, то (теорема 5) n также пересекает 
[image: image24.wmf]a

, значит, по той же теореме 5, l пересекает 
[image: image25.wmf]a

 (а не содержится в 
[image: image26.wmf]a

); отсюда следует, что прямая m содержится в плоскости 
[image: image27.wmf]a

. Предположив, что l и m пересекаются в точке B, придем к тому, что через точку B проходят две различные прямые l и m, параллельные одной и той же прямой n, что противоречит теореме 4. Имеем: прямые l и m лежат в одной плоскости и не имеют общих точек. Это означает l||m, ч.т.д.

Определение. Прямые l и m, не лежащие в одной плоскости, называются скрещивающимися.

Признаком (именно с его помощью устанавливается скрещиваемость прямых в задачах) скрещивающихся прямых является

Теорема 7. Если прямая AB лежит в плоскости 
[image: image28.wmf]a

, а прямая CD пересекает эту плоскость в точке C, не лежащей на прямой AB, то прямые AB и CD скрещиваются.

Доказательство. По условию, AB
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, CD
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=C, CD
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, C
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AB. Предположим, что AB
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, CD
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. Получим AB
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, C
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, C
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AB, значит 
[image: image45.wmf]b

=
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 (теорема 1) и CD
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 - противоречие. Таким образом, прямые AB и CD не могут лежать в одной плоскости, то есть являются скрещивающимися.
Параллельность прямой и плоскости
Если прямая имеет общие точки с некоторой плоскостью 
[image: image49.wmf]a

, то эта прямая целиком принадлежит плоскости 
[image: image50.wmf]a

 (в случае, когда общих точек не менее двух) или пересекает плоскость 
[image: image51.wmf]a

 в единственной точке; если же общих точек прямая и плоскость не имеют, они называются параллельными.

Определение. Прямая l и плоскость 
[image: image52.wmf]a

 называются параллельными, если они не

имеют общих точек.

Обозначение: l||
[image: image53.wmf]a

.

Теорема 8 (признак параллельности прямой и плоскости). Если прямая l параллельна некоторой прямой m, лежащей в плоскости 
[image: image54.wmf]a

, то l||
[image: image55.wmf]a

.

Доказательство. Проведем через l и m плоскость 
[image: image56.wmf]b

 (теорема 3); если P
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l
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, то (так как l
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) P
[image: image62.wmf]Î



EMBED Equation.2[image: image63.wmf]b

 и P
[image: image64.wmf]Î



EMBED Equation.2[image: image65.wmf]a



EMBED Equation.2[image: image66.wmf]Ç



EMBED Equation.2[image: image67.wmf]b

; но 
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=m, значит P
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m. Получили P
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l
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m - противоречие с параллельностью l и m.

Теорема 9. Если плоскость 
[image: image74.wmf]a

 содержит прямую l, параллельную другой плоскости 
[image: image75.wmf]b

, и пересекает эту плоскость, то прямая m пересечения плоскостей 
[image: image76.wmf]a

 и 
[image: image77.wmf]b

параллельна прямой l.

Доказательство. l,m
[image: image78.wmf]Ì
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, то есть прямые l и m не могут быть скрещивающимися. Если A
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l
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m, то A
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l
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 - противоречие (l||
[image: image85.wmf]b

).

Теорема 10. Если прямые l и m параллельны и l параллельна плоскости 
[image: image86.wmf]a

, то m также параллельна плоскости 
[image: image87.wmf]a

 или содержится в ней.

Доказательство. l||m, l||
[image: image88.wmf]a

 
[image: image89.wmf]Þ

 m не пересекает 
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 (теорема 5), то есть не может иметь с 
[image: image91.wmf]a

 единственной общей точки 
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 m
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 или m||
[image: image95.wmf]a

.

Скрещивающиеся прямые
Теорема 11. Через каждую из двух скрещивающихся прямых проходит плоскость, параллельная другой прямой, притом только одна.

Доказательство. Пусть прямые l и m скрещиваются. Проведем через l и точку M на прямой m плоскость 
[image: image96.wmf]a

 и в этой плоскости через точку M прямую n параллельно l. Так как прямая l не параллельна m, прямые l и n не совпадают, следовательно, пересекаясь в точке M, однозначно определяют плоскость 
[image: image97.wmf]b

. Прямая l не лежит в плоскости 
[image: image98.wmf]b

 (иначе l и m не были бы скрещивающимися). Прямая n плоскости 
[image: image99.wmf]b

 параллельна прямой l, поэтому 
[image: image100.wmf]b

||l (теорема 8). Аналогично, через прямую l проходит плоскость, параллельная m. Единственность: пусть плоскость 
[image: image101.wmf]g

 содержит прямую m и параллельна прямой l; через прямую l и точку M (ту самую, в которой пересекаются прямые l и n) проходит плоскость 
[image: image102.wmf]d

, пересекающая 
[image: image103.wmf]g

 по прямой k||l (теорема 9); но через точку M проходит только одна прямая, параллельная l (теорема 4), поэтому прямая k совпадает с прямой n, а плоскость 
[image: image104.wmf]g

 совпадает с построенной плоскостью 
[image: image105.wmf]b

.

Задача. Являются ли прямые скрещивающимися, если: а) обе они не лежат в плоскости 
[image: image106.wmf]a

; б) одна из них лежит в плоскости 
[image: image107.wmf]a

, а другая лежит в плоскости 
[image: image108.wmf]b

; в) одна из них лежит в плоскости 
[image: image109.wmf]a

, а другая пересекает 
[image: image110.wmf]a

; г) плоскость 
[image: image111.wmf]a

 проходит через две точки одной и две точки другой?

Углы с сонаправленными сторонами
Определение. Два луча AB и CD называются сонаправленными, если они лежат в одной плоскости 
[image: image112.wmf]a

 и векторы AB и CD коллинеарны с положительным коэффициентом пропорциональности. Иначе: лучи AB и CD, не лежащие на одной прямой, называются сонаправленными, если точки B и D находятся в одной и той же из двух полуплоскостей, на которые прямая AC разбивает плоскость 
[image: image113.wmf]a

, содержащую прямые AB и CD (параллельными прямыми AB и CD такая плоскость, по теореме 3, однозначно определяется); если же лучи AB и CD лежат на одной прямой, они являются сонаправленными, когда векторы AB и CD имеют одинаковое направление.

Два угла со сторонами, являющимися попарно сонаправленными лучами, называются углами с соответственно сонаправленными сторонами.

Важность понятия сонаправленности двух лучей проясняется следующим фактом:

Теорема 12. Если стороны двух углов соответственно сонаправлены, то эти углы равны.

Доказательство. См. А(стр.16-17).

Угол между скрещивающимися прямыми
Определение. Две пересекающиеся прямые образуют две пары вертикальных углов. Углом между такими прямыми называется наименьший из этих углом, то есть острый или прямой угол в получившейся конфигурации прямых.

Определение. Пусть l и m - скрещивающиеся прямые. Если A - произвольная точка пространства, l1 и m1 - прямые, проходящие через A и параллельные соответственно l и m, то углом между скрещивающимися прямыми l и m называется угол между (пересекающимися) прямыми l1 и m1.

Замечание 1. Величина угла между прямыми l и m не зависит от выбора точки A.

Доказательство. Пусть B - некоторая другая точка пространства, l2 и m2 - две прямые, проходяшие через B так, что l2||l, m2||m. В силу того, что l1||, m1||m, имеем l2||l1 и m2||m1, стало быть, угол между l1 и m1 и угол между l2 и m2 имеют соответственно сонаправленные стороны (поскольку мы выбираем наименьшие из двух пар смежных углов между l1 и m1 и между l2 и m2), поэтому эти углы равны по теореме 12.

Замечение 2. Часто удобно в качестве точки A выбирать точку на одной из заданных скрещивающихся прямых.

Параллельность плоскостей. Признак и свойства параллельных плоскостей
Определение. Две плоскости 
[image: image114.wmf]a

 и 
[image: image115.wmf]b

 называются параллельными, если они не имеют общих точек.

Обозначение: 
[image: image116.wmf]a

||
[image: image117.wmf]b

.

Теорема 13 (признак параллельности плоскостей). Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.

Доказательство. Пусть пересекающиеся в точке A прямые AB и AC плоскости 
[image: image118.wmf]a

 параллельны соответственно прямым A'B' и A'C' плоскости 
[image: image119.wmf]b

. Тогда AB||
[image: image120.wmf]b

, AC||
[image: image121.wmf]b

 (теорема 8). Пусть плоскости 
[image: image122.wmf]a

 и 
[image: image123.wmf]b

 пересекаются и l - прямая их пересечения, тогда l||AB и l||AC (теорема 9); получили, что в плоскости 
[image: image124.wmf]a

 через точку A проходят две прямые AB и AC, параллельные одной и той же прямой l - противоречие, и плоскости 
[image: image125.wmf]a

 и 
[image: image126.wmf]b

 не пересекаются, то есть параллельны.

Приведем два свойства параллельных плоскостей.
Теорема 14. Если две параллельные плоскости 
[image: image127.wmf]a

 и 
[image: image128.wmf]b

 пересечены третьей плоскостью 
[image: image129.wmf]g

, то прямые l=
[image: image130.wmf]g
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 и m=
[image: image133.wmf]g



EMBED Equation.2[image: image134.wmf]Ç
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 их пересечения параллельны.

Доказательство. Имеем 
[image: image136.wmf]a

||
[image: image137.wmf]b

, 
[image: image138.wmf]g
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=l, 
[image: image141.wmf]g



EMBED Equation.2[image: image142.wmf]Ç



EMBED Equation.2[image: image143.wmf]b

=m; прямые l и m не пересекаются, иначе точка их пересечения была бы общей для параллельных плоскостей 
[image: image144.wmf]a

 и 
[image: image145.wmf]b

, и принадлежат одной плоскости 
[image: image146.wmf]g

, следовательно, l||m, ч.т.д.

Теорема 15. Отрезки параллельных прямых AB и CD, заключенные между параллельными плоскостями, равны.

Доказательство. Прямые AB и CD содержатся в некоторой плоскости 
[image: image147.wmf]g

 (теорема 3); по предыдущему свойству, прямые AC и BD параллельны, поэтому четырехугольник ABDC - параллелограмм, и его противоположные стороны равны: AB=CD.

Тетраэдр и его изображение на плоскости
Определение. Пусть дан треугольник ABC и точка D, не лежащая в плоскости этого треугольника. Геометрическая фигура, ограниченная плоскостями ABC, DAB, DAC и DBC, называется тетраэдром (треугольной пирамидой) DABC.

Треугольники ABC, DAB, DAC, DBC называются гранями, стороны этих треугольников AB, BC, CA, DA, DB, DC - ребрами, вершины треугольников A, B, C, D - вершинами тетраэдра ABCD.

Таким образом, тетраэдр имеет 4 вершины, 6 ребер и 4 грани. Заметим на будущее, что величина e = (количество вершин - количество ребер + количество граней) = 2.

Ребра тетраэдра, не имеющие общих точек, называются противоположными.

Противоположные ребра тетраэдра скрещиваются.

Иногда выделяют одну из четырех граней тетраэдра, ее именуют основанием, другие грани - боковыми гранями тетраэдра.

Изображение тетраэдра на плоскости.

1. Невидимые (скрытые) ребра изображаются пунктиром.

2. Введем на плоскости прямоугольную систему координат.

3. Отметим точки A(0; 0) и B(12; 0) - ребро AB. Соединим точки A и B пунктирной линией (это будет невидимым ребром AB).

4. Отметим точку C(3,5; -5) и соединим ее сплошными линиями с точками A и B - получим ребра CA и CB.

5. Отметим точку D(7; 7) и соединим ее с точками A, B и C сплошными линиями - получим "каркас" тетраэдра DABC.

6. При таком взаимном расположении точек A, B, C, D хорошо видны все вершины, ребра и грани тетраэдра.

7. Приблизительно таким заданием вершин следует руководствоваться при построении чертежей, решая геометрические задачи на тетраэдр.

Параллелепипед и его изображение на плоскости
Определение. Пусть даны два равных параллелограмма ABCD и A1B1C1D1 в параллельных плоскостях ABCD и A1B1C1D1 так, что четырехугольники AA1B1B, AA1D1D, BB1C1C, DD1C1C- параллелограммы. Геометрическая фигура, ограниченная плоскостями ABCD, A1B1C1D1, AA1B1B, AA1D1D, BB1C1C и DD1C1C, называется параллелепипедом ABCDA1B1C1D1. Ограничивающие параллелепипед пераллелограммы ABCD, A1B1C1D1, AA1B1B, AA1D1D, BB1C1C, DD1C1C называются гранями, стороны AB, BC, CD, DA, A1B1, B1C1, C1D1, D1A1, AA1, BB1, CC1, DD1 этих параллелограммов - ребрами, вершины A, B, C, D, A1, B1, C1, D1 - вершинами параллелепипеда ABCDA1B1C1D1.

Параллелепиипед имеет 8 вершин, 12 ребер и 6 граней. Заметим на будущее, что что величина e = (количество вершин - количество ребер + количество граней) = 2.

Две грани параллелепипеда, имеющие общее ребро, называются смежными, а не имеющие - противоположными. Две вершины, не принадлежащие одной грани, называются противоположными. Диагональ параллелепипеда - отрезок, соединяющий противоположные вершины. Параллелепипед имеет 4 диагонали.

Задание: укажите смежные и противоположные грани, противоположные вершины и диагонали параллелепипеда.

Иногда выделяют две противоположные грани параллелепипеда, и их именуют основаниями, а другие грани - боковыми, при этом принадлежащие боковым граням ребра, не лежащие в плоскостях оснований, называют боковыми.
Изображение параллелепипеда на плоскости.

1. Невидимые (скрытые) ребра изображаются пунктиром.

2. Введем на плоскости прямоугольную систему координат.

3. Отметим точки A(0; 0), B(3; 3), C(12; 3), D(9; 0), A1(2; 8), B1(5; 11), C1(14; 11), D1(11; 8) - вершины параллелепипеда ABCDA1B1C1D1. Изобразим ребра AB, BC, CD, DA, A1B1, B1C1, C1D1, D1A1, AA1, BB1, CC1 и DD1 (при этом ребра AB, BC, BB1 будут невидимыми). Невидимые ребра изображаются пунктирной линией.

5. Получим "каркас" параллелепипеда ABCDA1B1C1D1.

6. При таком взаимном расположении точек A, B, C, D, A1, B1, C1, D1 хорошо видны все вершины, ребра и грани параллелепипеда.

7. Приблизительно таким заданием вершин следует руководствоваться при построении чертежей, решая геометрические задачи на параллелепипед.

Свойства параллелепипеда
Теорема 16 (свойства параллелепипеда).

1. Противоположные грани параллелепипеда равны и параллельны.

2. Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и делятся в этой точке пополам.

Доказательство дано в А(стр. 26-27). Оно правильное.

Секущая плоскость (плоскость сечения) многогранника - любая плоскость пространства, пересекающая данный многогранник. Так как секущая плоскость пересекает грани многогранника по отрезкам (они и несущие их прямые называются следами секущей плоскости на гранях), фигура, составленная из таких отрезков (следов) является многоугольником, и этот многоугольник называется сечением данного многогранника данной плоскостью. Такой способ построения сечений, при котором разыскиваются следы секущей плоскости на гранях многогранника, называется методом следов.

При решении задач на сечения основную роль играют следующие известные из теории факты (см. аксиомы и теоремы стереометрии):

1) если две плоскости имеют две общие точки, то они пересекаются по прямой, проходящей через эти точки;

2) если две параллельные плоскости пересечены третьей плоскостью, то прямые пересечения параллельны;

3) если плоскость содержит прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает ту плоскость, то прямая пересечения плоскостей параллельна данной прямой;

4) через прямую, параллельную данной плоскости, можно провести плоскость, параллельную данной, притом только одну;

5) отрезки прямых, заключенные между двумя параллельными плоскостями, равны.

Иногда для построения следа секущей плоскости на грани многогранника может потребоваться отыскание двух точек, принадлежащих плоскости грани (не обязательно на ребрах или внутри грани). Таким образом, построение сечения сводится к нахождению в плоскостях граней по две точки, принадлежащие секущей плоскости.

Задача. Даны две скрещивающиеся прямые l и m и точка O, не принадлежащая ни одной из них. Всегда ли существует прямая, проходящая через точку O и пересекающая обе данные прямые? Может ли таких прямых быть две?
Перпендикулярные прямые в пространстве
Определение. Две прямые l и m в пространстве называются перпендикулярными, если угол между ними равен 
[image: image148.wmf]90

°

.

Обозначение: l
[image: image149.wmf]^

m.

Теорема 17. Если прямые l и m параллельны и l перпендикулярна к третьей прямой k, то прямые m и k перпендикулярны.

Доказательство. Проведем через любую точку A пространства, не принадлежащую ни одной из прямых l и k прямые AL и AK, параллельные соответственно прямым l и k (это можно сделать по теореме 4); так как по условию l
[image: image150.wmf]^

k, 
[image: image151.wmf]Ð

LAK=
[image: image152.wmf]90

°

. По теореме 6, прямая m параллельна AL (m || l || AL), следовательно, угол между прямыми m и k равен углу между прямыми AL и AK (по определению угла между прямыми), то есть равен 
[image: image153.wmf]90

°

. Теорема доказана.

Определение. Прямая l называется перпендикулярной к плоскости 
[image: image154.wmf]a

, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в плоскости 
[image: image155.wmf]a

.

Лемма. Если прямая перпендикулярна к плоскости, то она пересекает эту плоскость.

Доказательство - от противного.

Теорема 18. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к плоскости, то и другая прямая перпендикулярна к этой плоскости.

Доказательство. Пусть l||m, 
[image: image156.wmf]l

^

a

, k
[image: image157.wmf]Ì



EMBED Equation.2[image: image158.wmf]a

 - произвольная прямая плоскости 
[image: image159.wmf]a

. l
[image: image160.wmf]^

k, следовательно, m
[image: image161.wmf]^

k (теорема 17). В силу произвольности прямой k, m
[image: image162.wmf]^



EMBED Equation.2[image: image163.wmf]a

.

Теорема 19. Если две прямые перпендикулярны к одной и той же плоскости, то они параллельны.

Доказательство. Пусть l
[image: image164.wmf]^
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 и m
[image: image166.wmf]^
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. Пусть 
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1

, где m1||l. По теореме 18 m1
[image: image169.wmf]^
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. Если m
[image: image171.wmf]¹

m1, то (теорема 2) существует плоскость 
[image: image172.wmf]b

, содержащая прямые m и m1. Прямая m1 пересекает плоскость 
[image: image173.wmf]a

, поэтому плоскости 
[image: image174.wmf]b

 и 
[image: image175.wmf]a

 пересекаются по некоторой прямой k, при этом m
[image: image176.wmf]^

k и m1
[image: image177.wmf]^

k. Но через точку A в плоскости 
[image: image178.wmf]b

 проходит только одна прямая, перпендикулярная прямой k, поэтому m1=m и l||m, что и требовалось.

Теорема 20 (признак перпендикулярности прямой и плоскости).

Если прямая l перпендикулярна к двум пересекающимся прямым m и k, лежащим в плоскости 
[image: image179.wmf]a

, то прямая l перпендикулярна плоскости 
[image: image180.wmf]a

.

Доказательство. См. К(стр. 13-14)

Теоремы о плоскости, перпендикулярной к данной прямой, и о прямой, перпендикулярной к данной плоскости
Теорема 21. Если две плоскости 
[image: image181.wmf]a

 и 
[image: image182.wmf]b

 перпендикулярны к одной и той же прямой l, то 
[image: image183.wmf]a

 и 
[image: image184.wmf]b

 параллельны.

Доказательство. Прямая l пересекает плоскость 
[image: image185.wmf]a

 в некоторой точке A, а плоскость 
[image: image186.wmf]b

 - в точке B. Проведем через точку A в плоскости 
[image: image187.wmf]a

 произвольную прямую m, перпендикулярную l. Плоскость 

, проходящая через прямые l и m, пересечет 
[image: image188.wmf]b

 по какой-то прямой m1; так как l



EMBED Equation.2[image: image189.wmf]b

, то l

m1; в плоскости 

 прямые m и m1 перпендикулярны одной и той же прямой l, поэтому m||m1. Аналогично: проведем через A еще одну прямую n

l; плоскость 

, проходящая через l и n, не совпадает с 

 и пересекает 
[image: image190.wmf]b

 по прямой n1||n. В плоскостях 
[image: image191.wmf]a

 и 
[image: image192.wmf]b

 нашли две пары пересекающихся и попарно параллельных прямых (m и m1, n и n1), поэтому эти плоскости параллельны (теорема 13).

Теорема 22. Через любую точку A пространства проходит одна и только одна плоскость 
[image: image193.wmf]a

, перпендикулярная к данной прямой l.

Доказательство. Проведем через точку A прямую m, параллельную l (если A не лежит на l). В силе теоремы 18, достаточно доказать теорему для точки A и прямой m. Проведем через прямую m произвольную плоскость 
[image: image194.wmf]b

 и в ней построим прямую AB, перпендикулярную m. Пусть X - точка пространства, не лежащая в плоскости 
[image: image195.wmf]b

 (такая существует, по аксиоме А4 стереоматрии); проведем через нее и прямую m плоскость 
[image: image196.wmf]g

 (теорема 1) и в этой плоскости прямую AC, перпендикулярную m. Прямые AB и AC пересекаются в точке A (плоскости 
[image: image197.wmf]b

 и 
[image: image198.wmf]g

 не совпадают) и определяют некоторую плоскость 
[image: image199.wmf]a

 (теорема 2). В плоскости 
[image: image200.wmf]a

 есть две пересекающиеся прямые AB и AC, перпендикулярные прямой m; по теореме 20, плоскость 
[image: image201.wmf]a

 и прямая m перпендикулярны. Если бы имелась еще одна плоскость 
[image: image202.wmf]d

, не совпадающая с 
[image: image203.wmf]a

 и перпендикулярная прямой m, то, по теореме 21, 
[image: image204.wmf]a

 и 
[image: image205.wmf]d

 были бы параллельны, но это невозможно, поскольку они имеют общую точку A. Теорема доказана.

Теорема 23. Через любую точку A пространства проходит одна и только одна прямая l, перпендикулярная к данной плоскости 
[image: image206.wmf]a

.

Доказательство. Рис. А50. Пусть m
[image: image207.wmf]Ì
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[image: image210.wmf]b

Ç



EMBED Equation.2[image: image211.wmf]a
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 через A проведем прямую l
[image: image213.wmf]^

n. Тогда l
[image: image214.wmf]^
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. Единственность следует из теоремы 19.

Расстояние от точки до плоскости. Перпендикуляр и наклонная к плоскости
Определение. Пусть 
[image: image216.wmf]a

 - плоскость, A - точка, не принадлежащая плоскости 
[image: image217.wmf]a

. По теореме 23 через точку A можно провести прямую l=AH, перпендикулярную 
[image: image218.wmf]a

 (H
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). Сделаем это. Точка H называется ортогональной проекцией точки A на плоскость 
[image: image221.wmf]a

. Отрезок AH называется перпендикуляром к плоскости 
[image: image222.wmf]a

из точки A, точка H - основанием перпендикуляра. Пусть B
[image: image223.wmf]Î
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, B
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H. Отрезок AB называется наклонной, проведенной к плоскости 
[image: image226.wmf]a

 из точки A, точка B - основанием наклонной AB. Отрезок BH называется проекцией наклонной AB на плоскость 
[image: image227.wmf]a

.

Перпендикуляр из данной точки к плоскости меньше любой наклонной, проведенной из этой же точки к той же плоскости.

Определение. Длина перпендикуляра AH, проведенного из точки A к плоскости 
[image: image228.wmf]a

, называется расстоянием от точки A до плоскости 
[image: image229.wmf]a


Теорема 24 (большая). Если из некоторой точки A пространства проведены к плоскости 
[image: image230.wmf]a

 перпендикуляр AH и наклонные AB и AC, то:

1) если BH=CH, то AB=AC;

2) если BH>CH, то AB>AC;

3) если AB=AC, то BH=CH;

4) если AB>AC, то BH>CH.

(Две наклонные, имеющие равные проекции, равны; из двух наклонных больше та, проекция которой больше; равные наклонные имеют равные проекции; из двух проекций та больше, которая соответствует большей наклонной).

Доказательство сводится к рассмотрению соответствующих прямоугольных треугольников.
Ортогональная проекция точки, отрезка, прямой, фигуры. Угол между

прямой и плоскостью
Определение. Ортогональной проекцией точки A на плоскость 
[image: image231.wmf]a

 называется основание перпендикуляра, опущенного из точки A на плоскость 
[image: image232.wmf]a

.

Ортогональной проекцией фигуры F на плоскость 
[image: image233.wmf]a

 называется фигура F' плоскости 
[image: image234.wmf]a

, точками которой являются ортогональные проекции на эту плоскость точек фигуры F.

Теорема 25. Проекция прямой есть прямая, проекцией отрезка является отрезок.

Пересекающиеся прямые l и m проектируются в прямые l' и m', пересекающиеся в точке A', которая является проекцией точки A пересечения прямых l и m.

Ортогональные проекции параллельных прямых есть параллельные прямые.

Определение. Углом между прямой l и плоскостью 
[image: image235.wmf]a

 называется (не более, чем прямой!) угол между прямой l и ее проекцией l' на плоскость 
[image: image236.wmf]a

.

Принято считать, что угол между прямой, параллельной плоскости, и этой плоскостью равен 0; угол между прямой, перпендикулярной плоскости, и этой плоскостью равен 
[image: image237.wmf]90

°

.

Теорема о трех перпендикулярах
Теорема 26. Дана плоскость 
[image: image238.wmf]a

, точка A

, перпендикуляр AB и наклонная AH к 
[image: image239.wmf]a

 из точки A, n - некоторая прямая плоскости 
[image: image240.wmf]a

. Если проекция BH наклонной AB перпендикулярна к n, то наклонная AB также перпендикулярна к n.

Доказательство. 

 (признак перпендикулярности прямой и плоскости) 

, ч.т.д.

Теорема 26’ (обратная). Дана плоскость 
[image: image241.wmf]a

, точка A

, перпендикуляр AB и наклонная AH к 
[image: image242.wmf]a

 из точки A, n - некоторая прямая плоскости 
[image: image243.wmf]a

. Если наклонная AB перпендикулярна к n, то проекция BH наклонной AB также перпендикулярна к n.

Доказательство. 

 (признак перпендикулярности прямой и плоскости) 

, ч.т.д.

Двугранный угол
Любая прямая плоскости разделяет эту плоскость на две полуплоскости; эта конструкция означает следующее: отрезок, проходящий через две точки, лежащие в одной полуплоскости относительно разделяющей прямой, не пересекает эту прямую; напротив, отрезок, соединяющий две точки, принадлежащие разным полуплоскостям, пересекает прямую, которая называется общей границей этих полуплоскостей.

Определение. Фигура, образованная двумя различными полуплоскостями 

 и 

  с общей границей l=AB, называется двугранным углом с ребром l=AB и гранями (сторонами)  

 и 

.

Проведем из произвольной точки A

l=AB перпендикуляры AP

l и AQ

l, где P
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, Q



 EMBED Equation.2  
. Угол PAQ называется линейным углом двугранного угла PABQ.

Лемма. Все линейные углы данного двугранного угла равны между собой.

Доказательство. Два линейных угла равны как углы с сонаправленными сторонами.

Двугранный угол измеряется каким-нибудь его линейным углом.

Говорят, что угол между двумя параллельными плоскостями равен 0.

Замечание. Так как ребро двугранного угла перпендикулярно сторонам линейного угла, соответственно лежащим в гранях двугранного угла, это ребро перпендикулярно плоскости, содержащей стороны линейного угла.

Определение. Две плоскости называются перпендикулярными, если угол между ними прямой.

Теорема 27 (признак перпендикулярности двух плоскостей). Если l
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 и  l
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, то 
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 (если плоскость 

 проходит через прямую l, перпендикулярную другой плоскости 

, то плоскости 

 и 

 перпендикулярны).

Доказательство. Пусть l



 EMBED Equation.2  
 и l
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; так как l
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, 

 если l=AB, то 

 проведем в 

 через точку B прямую BD

BC; получим угол ABD - линейный угол двугранного угла рлоскостей 

 и 

. Поскольку AB



 EMBED Equation.2  
, угол ABD - прямой.

Непосредственное
Следствие. Плоскость 

, перпендикулярная прямой l пересечения двух плоскостей 

 и 

 , перпендикулярна к каждой из плоскостей 

 и 

.

Прямоугольный параллелепипед
Определение. Параллелепипед, в основаниях которого лежат прямоугольники, а боковые ребра перпендикулярны основаниям, называется прямоугольным. Двугранные углы при ребрах параллелепипеда называются его двугранными углами.

Теорема 28.

1. В прямоугольном параллелепипеде все грани - прямоугольники.

2. Все двугранные углы прямоугольного параллелепипеда прямые.

Доказательство. Очевидно (но провести нужно).

Определение. Длины ребер прямоугольного параллелепипеда, исходящих из одной его вершины, называются измерениями параллелепипеда.

Теорема 29. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений.

Доказательство. Теорема Пифагора.

Следствие. Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.

Определение. Кубом называется прямоугольный параллелепипед, все измерения которого равны.

Все грани куба - равные квадраты.

Теорема 30. Площадь ортогональной проекции многоугольника на некоторую плоскость 

 равна произведению площади многоугольника на косинус двугранного угла между плоскостью многоугольника и плоскостью 

.

Доказательство. Прямое вычисление : для треугольника h=Hcos

, где 

 - линейный угол нужного двугранного угла; произвольный (выпуклый) многоугольник разбивается диагоналями на треугольники, причем площадь многоугольника равна сумме площадей треугольников разбиения (аддитивность площади).

Трехгранный угол
Определение. Даны плоский многоугольник F и точка S, не принадлежащая плоскости этого многоугольника. Фигура, являющаяся объединением всех лучей с общим началом S и пересекающих F, называется многогранным углом (n-гранным) углом.
S – вершина, лучи SA, SB, SC,… (точки A, B, C,… - вершины многоугольника F) – ребра, плоскости ASB, BSC,… - грани, углы ASB, BSC,… - плоские углы многогранного угла.
Точка P называется внутренней точкой многогранного угла, если луч SP пересекает внутренность многоугольника F.
Две грани, имеющие общее ребро, образуют двугранный угол многогранного угла.
Если F – выпуклый многоугольник, соостветствующий многогранный угол называется выпуклым.
Обозначение: SABC… (A, B, C, … - точки последовательных ребер, то есть вершины многоугольника, являющегося пересечением многогранного угла плоскостью, пересекающей все ребра угла).

При n=3 получаем трехгранный угол – основной для нас объект изучения. Величины трех плоских и трех двугранных углов – основные параметры трехгранного угла.

Теорема 31. В трехгранном угле каждый плоский угол меньше суммы двух других плоских углов и больше их разности.

Доказательство.

Пусть 
[image: image244.wmf]ASC
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– наибольший из плоских углов трехгранного угла SABC. В плоскости ASC построим 
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луч SD лежит внутри угла ASC (или точки D и C совпадают). Возьмем SB=SD и проведем прямую ADC. В треугольнике ABC: AD + DC < AB + BC (даже если DC=0) – это неравенство треугольника. 
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. Теперь рассмотрим треугольники CSD и CSB: SD=SB, SC=SC, DC<BC, следовательно, 
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Теорема 32. Сумма плоских углов трехгранного угла меньше 
[image: image250.wmf]°

360

.
Доказательство. Тот же чертеж, что в теореме 31: применим теорему 31 к каждому из трехгранных углов с вершинами S, A, B, C и сложим почленно полученные 12 неравенств; после очевидных преобразований придем к взыскуемому результату.
Теорема 33. Сумма плоских углов выпуклого многогранного угла меньше 
[image: image251.wmf]°

360

.
Доказательство можно прочитать, например, в учебнике Киселева.

Теорема 34. Если в трехгранном угле два плоских угла равны, проекцией ребра, являющегося общей стороной равных углов, на плоскость противолежащей грани является биссектриса плоского угла (или ее продолжение) этой грани.

Доказательство. Очевидно.

Теорема 35 (теорема косинусов для трехгранного угла). Пусть 
[image: image252.wmf]g
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 – плоские углы трехгранного угла, A, B, C - противолежащие им двугранные углы. Тогда 
[image: image253.wmf]A
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Доказательство. Пусть 
[image: image254.wmf],

,

AS

AC

AS

AB

^

^

 SA = a. Тогда 
[image: image255.wmf]A
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. Выразим BC2 по теореме косинусов из треугольников BSC и BAC и приравняем полученные выражения; после шаблонных преобразований получим что надо.
Теорема 36 (вторая теорема косинусов для трехгранного угла).
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Доказательство. Опустим из внутренней точки трехгранного угла перпендикуляры на грани трехгранного угла – получим новый (двойственный или полярный к данному) трехгранный угол с плоскими углами 
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. Применим 1-ю теорему косинусов.

Без доказательства дается

Теорема 37. Сумма плоских углов многогранного угла меньше 
[image: image259.wmf]°

360

.

Понятие многогранника. Призма
Определение. Геометрическая фигура, ограниченная поверхностью, составленной из многоугольников, называется многогранником. Сама ограничивающая фигуру поверхность также называется многогранником.

Составляющие многогранник многоугольники называются гранями, их стороны - ребрами, концы ребер - вершинами многогранника. Отрезок, соединяющий две вершины многогранника, не принадлежащие одной грани, называется диагональю многогранника.

Определение. Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну сторону от плоскости каждой своей грани.

Каждая вершина выпуклого многогранника является вершиной некоторого многогранного угла, поэтому для плоских углов при вершине справедлива теорема 36.

Определение. Призма - многогранник, у которого две грани - равные многоугольники с соответственно параллельными сторонами, а остальные грани - параллелограммы.

Таким образом призма - это многогранник, у которого плоскости двух граней параллельны, а остальные граней - параллеллограммы.

Грани, лежащие в параллельных плоскостях призмы, называются основаниями, остальные грани - боковыми гранями, ребра боковых граней, не принадлежащие основаниям,  - боковыми ребрами призмы.

Призма, основаниями которой являются n-угольники, называется n-угольной.

В соответствии с этим определением, параллелепипед - это призма, основаниями которой являются параллелограммы.

Определение. Длина общего перпендикуляра к основаниям называется высотой призмы.

Призма, в которой боковые ребра перпендикулярны основаниям, называется прямой. Призма, не являющаяся прямой, называется наклонной.

Прямая призма называется правильной, если ее основаниями являются правильные многоугольники.

Определение. Полной поверхностью призмы называется сумма площадей всех ее граней. Боковой поверхностью призмы называется сумма площадей ее боковых граней.

Ясно, что Sполн. = 2Sосн. + Sбок.

Теорема 38. Площадь боковой поверхности прямой призмы равна произведению периметра основания на высоту призмы.

Доказательство. Очевидно.

Определение. Перпендикулярным сечением призмы называется сечение, перпендикулярное боковому ребру.

Теорема 39. Боковая поверхность призмы равна произведению периметра перпендикулярного сечения на боковое ребро.

Доказательство. Очевидно.

Призма. Несколько задач
1. Докажите, что сумма двугранных углов при всех боковых ребрах n-угольной призмы равна 

.

Решение. Нужно рассмотреть перпендикулярное сечение призмы!
2. Длины всех ребер правильной треугольной призмы ABCA1B1C1 равны a. Постройте общий перпендикуляр прямых AA1 и BC1 и вычислите его длину. Найдите угол между AA1 и BC1.

Решение. 

 (AH и A1H1 - высоты треугольников ABC и A1B1C1. 

. Отрезок MN, параллельный AH, - искомый перпендикуляр. Его длина равна 

. Угол между AA1 и BC1 равен углу между HH1 и BC1 и равен 

.
3. Сторона основания правильной треугольной призмы ABCA1B1C1 равна a. Диагональ AC1 ее боковой грани образует с другой боковой гранью ABB1 угол (. Найдите боковую поверхность призмы.

Решение. Угол C1AD1, где CD1 - медиана треугольника A1B1C1, - угол AC1 с плоскостью ABB1. Ответ. 

.
4. Нижнее основание прямой призмы ABCDA1B1C1D1 - ромб ABCD с острым углом (. Известно, что в эту призму можно вписать шар диаметра d. Найдите площадь сечения призмы плоскостью, проходящей через ребра BC и A1D1.

Решение. d/2 - радиус окружности, вписанной в ромб ABCD. DK=d - высота ромба. Тогда DC = d / sin (, DD1=d. S = BC ( D1K, где D1K - высота параллелепипеда A1D1CB. 

.

Ответ. 

.
5. Найдите площадь полной поверхности призмы, описанной около сферы, если площадь ее основания равна S.

Решение. S = pr (p - полупериметр основания, r - радиус сферы), Sбок = 4pr, поэтому

Ответ. 6S.
Серия пособий А.И. Маринина включает также брошюры:

Трехгранный угол

Задачи по геометрии-10 (с решениями)

Исследование квадратного трехчлена

Задачи по геометрии-9

A





B





D





C
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